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Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

1. né entrate né uscite
2. velocita funzione della densita



Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

1. né entrate né uscite
2. velocita funzione della densita

Auto su [acl,:cg] Auto su [acl,:cg]
al tempo t- al tempo tq
Auto che entrano Auto che escono

da xq1 su [tq1, o] da x5 su [t1,to]




Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

e p = densita media
e v — velocita media

1. né entrate né uscite

2. v=1v(p)
Auto su [wl,CCQ] Auto su [wl,CCQ]
al tempo to al tempo tq
Auto che entrano Auto che escono

da x1 su [t1,to] da xo su [t1,to]




Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

e p = densita media
e v — velocita media

1. né entrate né uscite

2. v=1v(p)
40
/ o(tn, ) da B Auto su [z1, zo]
x1 al tempo tq
Auto che entrano Auto che escono

da x1 su [t1,to] da xo su [t1,to]




Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

1. ne entrate né uscite e p = densita media

2. v=1v(p) e v = velocita media
40 40
[ Cottaayde || [T plta,e)da
Tl 1
Auto che entrano Auto che escono

da x1 su [t1,to] da xo su [t1,to]




Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

1. né entrate né uscite
2. v=1v(p)

o
/ p(ts, z) dz

L1

e p = densita media

e v — velocita media

o
/ p(t1, ) dz

L1

to
/ (pv)(t, z1) dz
i1

Auto che escono
da x5 su [tq1,to]

10



Traffico Stradale (Lighthill-Whitham, 1955; Richards, 1956)

1. né entrate né uscite
2. v=1v(p)

e p = densita media
e v — velocita media

o
/ p(ts, z) dz

L1

o
/ p(t1, ) dz

L1

to
/ (pv)(t, z1) dz
i1

t2
/ (pv)(t, xo) dz
i1
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Traffico Stradale (Lighthill-wWhitham, 1955; Richards, 1956)

1. né entrate né uscite

2. v=1v(p)

e p = densita media
e v — velocita media

Op+ Oz [p-v(p)] =0

Modello LWR
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Termodinamica dei Gas (Eulero 1755)

e conservazione della massa
e conservazione della quantita di moto

e conservazione dell’energia
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Termodinamica dei Gas (Eulero 1755)

Coordinate | Orp + z(pv) =9
Ot (pv) + Oz pv2+p) =

euleriane:
Ot (%pvz + pe) + Oz |v (%pvz + pe + p)] —

\

N\

p densita di massa

v velocita

p pressione

e densita di energia interna
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Termodinamica dei Gas (Eulero 1755)

Coordinate | Orp + z(pv) =9
Ot (pv) + Oz pv2+p) =

euleriane:
Ot (%pvz + pe) + Oz |v (%pvz + pe + p)] —

\

N\

p densita di massa

v velocita

p pressione

e densita di energia interna

+ Equazione di Stato
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{ ou 4 0z [f(u)] =0
w(0,2) = uo(x)

Lineare & Scalare:

f(u) =X u o+ A0zu=0

Dyf =0 conv= m
uw(t,z) = uo(x — A -1t) ar

A = velocita caratteristica
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{ Ou + Oz [f(u)] =0
w(0,2) = uo(x)

U

Lineare & Sistema:

f(u) =A-u oru+ Adzu =0
Se | A iperbolica
u = Rv con R~1AR diagonale

6,5%- + >‘i : a;cvz' =0
vi(t, ) = (vo)i(z — A~ 1)

u(t,z) = Z (vo);(x — X t) -1,
1=1
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Scalare non Lineare

oru + Oz f(u) =0
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Scalare non Lineare

oru+ AN(u) - 9ru =0
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Scalare non Lineare
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Scalare non Lineare

Tutto regolare.
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Scalare non Lineare

Tutto regolare.
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Scalare non Lineare
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Scalare non Lineare

Shock!
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Scalare non Lineare

Shock!

Catastrofe del gradiente — Discontinuita a salto
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Scalare non Lineare

j

Shock!

Catastrofe del gradiente — Discontinuita a salto
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Sistema non Lineare

— Scalare Non Lineare
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Sistema non Lineare

— Scalare Non Lineare

Interazioni tra Discontinuita
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Discontinuita: senso fisico?
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Discontinuita: senso fisico?
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Discontinuita: senso fisico?
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Discontinuita: formulazione?
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Discontinuita: formulazione?

Differenziale:
oru+ O f(u) =0
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Discontinuita: formulazione?

Differenziale:

Integrale:

/:;2 u(to, z) —u(ty,x)] de = /tQ

t1

S (u(t@1)) = [ (ult,22)] di
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/CB
L1

Discontinuita: formulazione?

Differenziale:
oru+ O f(u) =0

Integrale:

2 t2
(u(ts, z) — u(ty, )] da =/ f (u(t, 21)) = f (ult, 22))] dt

i1

+ Debole:
[ [t ) ot 2) + 1 (Ct, 2)) Dot )] dvd = O
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Discontinuita: selezione?
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Discontinuita: selezione?

Qualunque formulazione
=
condizioni di
Rankine-Hugoniot
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Discontinuita: selezione?

Qualunque formulazione t

= l
condizioni di

Rankine-Hugoniot

Fh) = f) = A~ (uh =)



Discontinuita: selezione?

Qualunque formulazione
=
condizioni di
Rankine-Hugoniot

Fh) = f) = A~ (uh =)

t

Non Bastal!
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Discontinuita: selezione?

40



Discontinuita: selezione?

Viscosita

41



Discontinuita: selezione?
Viscosita

oru+ Ozf(u) = ¢ ngu
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Discontinuita: selezione?
Viscosita
Ou + O f (u) = £82,u

e — 0 <= Vanishing Viscosity
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(Lax, 1957; ...

Discontinuita: selezione?
Viscosita
Ou + O f (u) = £82,u

e — 0 <= Vanishing Viscosity

Kruzkov, 1970; ... Bianchini & Bressan, 2005; ... )
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Discontinuita: selezione?

Entropia
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Discontinuita: selezione?

Entropia

omn(u) + 0zq(u) <0

n = entropia (convessa); g = flusso dell’entropia

/;12 [n (u(to,z)) — (u(t1,x))] dx > /;:2 [q (u(t,z1)) — q (u(t, 332))} dt
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Discontinuita: selezione?

Stabilita
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Discontinuita: selezione?

Stabilita

t
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Discontinuita: selezione?

Stabilita

49



Discontinuita: selezione?

Stabilita

t

NO!
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Discontinuita: selezione?

Stabilita

t

SI!
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Discontinuita: selezione?

Stabilita

t

SI!

Stabilita alla Lax: || A(u)) > A > A(u")
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Il Problema di Riemann:

<

( oru + Oz f(u) =0

u"sex > 0O

l
u(O,:U)Z{u sex < O

\
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( oru+ O f(u) =0

u sex < O
u"sex > 0O

Il Problema di Riemann: ! 2(0. 2) :{
u
.
u?“
O T
(n =2, ueR?)
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u sex < O
u"sex > 0O

( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: <
u(0,x) =
Lineare
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( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: u sex < O
u(0,x) = .
usex > O

\

Lineare

A = Df(u) costante
r; autovettore destro di A
u’ A; velocita caratteristica
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( oru+ Oz f(u) =0
Il Problema di Riemann: _Jultsex < O
u(0,x) = .
u sex > 0

\

Lineare
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u sex < O
u"sex > 0O

( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: <
u(0,x) =
u
!
’U;T
O T

NON lineare
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u sex < O
u"'sex > 0O

( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: <
u(0,x) =
NON Lineare
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( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: u sex < 0O
u(0,x) = .
u"sex > 0

\

NON Lineare

Df(u) iperbolica

Teorema della Funzione Implicita
“Diagonalizzazione” locale
Curve di Lax
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( oru+ O f(u) =0
Il Problema di Riemann: _Jultsex < O
u(0,x) = .
u sex > 0

\

NON Lineare
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Rarefazione
A; Cresce
VA -r; >0
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Rarefazione
A; Cresce
VA -r; >0
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Rarefazione
A; Cresce
VA -r; >0

Shock
A; decresce
VA -r; <O
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Rarefazione

A; Cresce

VA -r; >0
xr

Shock

A; decresce

VA -r; <O
xr

Gli shocks dissipano entropial
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Rarefazione
A; Cresce
VA -r; >0

Shock
A; decresce
VA -r; <O

Discontinuita di contatto
A; costante
VA -r;=0
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[ O+ Orf(u) =0
Il Problema di Riemann ul sex < 0
u(0,x) = .
u sex > 0
con Q CR™: u, € 2; feCHQR™):; Df(uo) iperbolica;
Vi(uo) - m;(uo) 7 0 oppure VA;(u) -r;(u) =0

U

36 > 0 tale che Vu!,u" con Hul — o

+ [[u" —wol| <0
il Problema di Riemann ammette un’unica soluzione R(u!, u")
autosimile e costituita da (al piu) n + 1 stati separati da n onde:
rarefazioni, shocks entropici o discontinuita di contatto.
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R & consistente:

R(ul, u™)(Z) = u™ ~ | R@um), sex<z,
(1) R(u™ u")(x) = u™ } = R(ul,u ) = {R(um,ur), sex >,

2

R(ul, um) = <( Rngul,ur) , sezx< :f,
2) R@Lu)E) =um = P e
R(um,ur)=<u y Sex<:f’
| R(u',u"), sezxz>zZ.
t t \ t
um
u' o
U u” Ul u”
x x x
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

pv
R > 0 densita max.
V> 0 velocita max.
v = (1—p/R)V
pv = (L—=p/R)pV
A= (1-2p/R)V
r = —1
0 R VA.-r = 2/R
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

pl> " w(ph) <v(™), AP < A(p")

P
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

pl> " w(ph) <v(™), AP < A(p")

pY p

71



Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

pl> " w(ph) <v(™), AP < A(p")

pY p
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

pl> " w(ph) <v(™), AP < A(p")

pY p
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

<o w(p) >v("), AP > A(p")

P
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

<o w(p) >v("), AP > A(p")

PY P
l P’
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

<o w(p) >v("), AP > A(p")

PY P
l P’
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Il Problema di Riemann per il modello LWR: 9¢p + 9z (pv(p)) =0

<o w(p) >v("), AP > A(p")

PY P
l P’

z = (p(t,z))

7



Coordinate Lagrangiane: {

Coordinate Euleriane:

Il p-sistema

at'r — (935?) =0
orv + 9zp(7) =0

Oip + Orq =0
2
Orq + Oz (% + p(p)) =0

7 volume specifico
v velocita

p densita
q quantita di moto
p pressione
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Il Problema di Cauchy
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Il Problema di Cauchy

Wave Front Tracking
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Il Problema di Cauchy

Wave Front Tracking

Esistenza — Dipendenza Continua
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Scopo:

Ingredienti:

Strumenti:

Esistenza:

Costruire una soluzione approssimata

Riemann Solver
Velocita di propagazione finita

Funzioni costanti a tratti
Stime sulla TV
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Scopo:

Ingredienti:

Strumenti:

Dipendenza Continua:

Costruire un semigruppo approssimato

Riemann Solver
Velocita di propagazione finita

Funzioni costanti a tratti
Stime sulla TV
Distanza ad hoc
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