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1 Spazi Vettoriali Topologici

Nel seguito, K indica R o C. Per “topologia” si intende la famiglia degli aperti.
Definizione 1.1. X SI DICE SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO SE

(1) X & UNO SPAZIO VETTORIALE SU K;
(11) X E UNO SPAZIO TOPOLOGICO DI HAUSDORFF;

(III) LA SOMMA DI VETTORI ED IL PRODOTTO DI UNO SCALARE PER UN
VETTORE SONO FUNZIONI CONTINUE.

Esempio 1.2. Esempi di spazi vettoriali topologici.

La Proposizione 3.2 mostra che ogni spazio vettoriale normato ¢ anche uno
spazio vettoriale topologico. In particolare, con le usuali strutture lineare e
topologica, i seguenti sono spazi vettoriali topologici: R™® e C*. C° ([a, b}) (con
la norma del sup). LP(£,S, u,K), con (Q,S, u) spazio di misura, ¢ l'insieme
delle funzioni Q — K misurabili e tali che |f|” ¢ assolutamente integrabile su Q
rispetto alla misura pu. c. € 'insieme delle successioni reali definitivamente nulle
(con la norma del sup). ¢, & insieme delle successioni reali convergenti a 0 (con
la norma del sup). ¢? (con p € [1,4o0[) & l'insieme delle successioni z: N — R
connorma ||z, = (3=, |xn\p)1 P finita. £°° & I'insieme delle successioni limitate
dotato della norma del sup. Questi ultimi spazi coincidono con LP(N, £) dove 4
¢ la misura del conteggio.

Esercizio 1.3. Formalizzare e dimostrare: in uno spazio vettoriale topologico
la topologia e invariante per traslazione.

Proposizione 1.4. X spazio vettoriale topologico.

(i) V sottospazio vettoriale di X = V sottospazio vettoriale di X.

(ii) V sottospazio vettoriale di X = V spazio vettoriale topologico (con la
topologia indotta da X).

(iii) V sottospazio vettoriale chiuso di X = X/V spazio vettoriale topologico
con la topologia del quoziente.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [13]. o

Uno spazio vettoriale topologico di dimensione infinita puo avere sottospazi
vettoriali non chiusi. Ad esempio c. ¢ denso in >, C° ¢ denso in L.

Proposizione 1.5. X spazio vettoriale topologico. V sottospazio proprio di X.
Allora V' ha parte interna V' vuota.

Dimostrazione. Sia x € X, x ¢ V. Per assurdo, sia 1% # ), si pud quindi
assumere che 0 € V. Allora esiste un A € K tale che Az € V, da cui segue
I’assurdo. O

La Proposizione 1.5 puo essere riassunta dicendo che un aperto deve conte-
nere un vettore “per ogni direzione”.

Proposizione 1.6. X spazio vettoriale topologico. V sottospazio di X.

dimV < +00 = V ¢ chiuso.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [13]. O
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Definizione 1.7. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO. A C X SI DICE

CONVESSO = Vz,ye A, Vte[0,1], tz+(1—-t)ye A
SIMMETRICO = Vz €A, —xz€A

BILANCIATO = VAeK, |\ <1, Ve A, \xe€ A
ASSORBENTE = Vze€ X IX€]0,4+oo[: Az €A

Esercizio 1.8. X spazio vettoriale topologico. Sia A C X.

A & convesso & Vtelo,1], tA+(1—-t)ACA

A & simmetrico & -—-ACA

A ¢ bilanciato < VAeK, [\ <1, MCA

< Va,beK con |a|] < |b] vale aA C bA
-~

A & assorbente VeeX 3JAe]0,4ool:xe A

Esercizio 1.9. Come si comportano le proprieta precedenti rispetto alle opera-
zioni di insieme (unione, intersezione, ...) e rispetto all’inclusione?

Proposizione 1.10. X spazio vettoriale topologico. A C X.

A bilanciato = A simmetrico.

Dimostrazione. Immediata. O

Esercizio 1.11. Sia X = R? con 'usuale struttura euclidea e A C X. Mostrare
con degli esempi che se A gode di una delle proprieta introdotte dalla Definizio-
ne 1.7, puo non averne nessun’altra (con l'eccezione di quanto affermato dalla
Proposizione 1.10).

Proposizione 1.12. X spazio vettoriale topologico.

U intorno dell’origine = U assorbente.

Dimostrazione. Immediata. O

I due lemmi seguenti danno un ruolo particolare all’origine. In virtu dell’E-
sercizio 1.3, entrambi i lemmi posso essere formulati sostituendo all’origine un
generico z € X.

Lemma 1.13. X spazio vettoriale topologico. U intorno aperto di 0. Allora
esiste un intorno aperto 1V di 0 tale che Va € R con |a| < 1, vale oV C U.

Dimostrazione. Per la continuita del prodotto per scalare, fissato U esiste un
d > 0 ed esiste un U’ intorno dell’origine tale che per ogni o € |—4, §[ e per ogni
xeU valeax elU. SiaV=0U'. o

Lemma 1.14. X spazio vettoriale topologico. U intorno aperto di 0. Allora
esiste un intorno aperto bilanciato B di 0 tale che B C U.

Dimostrazione. Dato U, sia V l'intorno costruito nel Lemma 1.13. Sia B =
U‘a|<1 aV. B contiene l'origine. B & aperto perché e unione di aperti. B &
bilanciato poiché se a € |—1,1], allora aBB = aU\a\Sl ay = Ulalil aay =
U\b|<\a\ by C B. Infine, B C U per il Lemma 1.13. m]
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Esercizio 1.15. Mostrare che nel Lemma 1.14, I'insieme B puo essere scelto
soddisfacente anche a: B+ B C U.

Esercizio 1.16. Dimostrare che I'involucro convesso di un insieme bilanciato ¢
bilanciato.

1.1 Limitatezza

Definizione 1.17. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO, A C X. A SI DICE
LIMITATO SE VU INTORNO DI 0, A € R: A C \A.

izi .18. rificar in un 710 Vi ri norm nizion
Esercizio 1.18. Verificare che o spazio vettoriale normato la definizione
precedente coincide con l'usuale definizione di limitatezza.

Proposizione 1.19. X spazio vettoriale topologico. A C X. Allora

A finito = A limitato.

Dimostrazione. Immediata. O

Esercizio 1.20. X spazio vettoriale topologico. Allora, 'unione di 2 insiemi
limitati ¢ un insieme limitato. Il traslato di un insieme limitato ¢ un insieme
limitato.

Proposizione 1.21. X spazio vettoriale topologico. V sottospazio di X. Allora

V limitato = V = {0} .

Dimostrazione. Sia x € V e sia U un intorno dell’origine. Per un opportuno
AeR, VC M. Quindi Ax € Mf e x € U. X e di Hausdorff, quindi = = 0, da
cui la tesi. O

Proposizione 1.22. X spazio vettoriale topologico con topologia indotta da
una metrica invariante per traslazione (cfr. Definizione 10.6). Allora la limita-
tezza introdotta dalla Definizione 1.17 puo non coincidere con la limitatezza nel
senso della distanza.

Dimostrazione. La distanza d(z1,z2) = % ¢ invariante per traslazione e

rende R uno spazio vettoriale topologico limitato. O

Proposizione 1.23. X spazio vettoriale topologico con topologia indotta da
una metrica invariante per traslazione ed omogenea (cfr. Definizione 10.6). Al-
lora la limitatezza introdotta dalla Definizione 1.17 coincide con la limitatezza
nel senso della distanza.

Dimostrazione. Immediata. O
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1.2 Compattezza

Definizione 1.24. X SPAZIO TOPOLOGICO, A C X. A E COMPATTO SE
OGNI RICOPRIMENTO APERTO DI A AMMETTE UN SOTTORICOPRIMENTO FINI-
TO. A E RELATIVAMENTE COMPATTO SE A E COMPATTO. A E COMPATTO
PER SUCCESSIONI SE OGNI SUCCESSIONE DI ELEMENTI DI A AMMETTE UNA
SOTTOSUCCESSIONE CONVERGENTE AD UN ELEMENTO DI A.

Proposizione 1.25. X spazio topologico. K C X.

K compatto = K compatto per successioni.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [2]. mi

Proposizione 1.26. X spazio vettoriale topologico, K C X.

K chiuso

K compatto =3 i itato

Dimostrazione. K compatto = K chiuso vale in ogni spazio topologico. Sia U
un intorno aperto e bilanciato dell’origine. Allora {nl{:n € N} & un ricoprimento

aperto di K. Quindi K C U7N:1 n;U = (max; n;) U, da cui la tesi. o

Proposizione 1.27. Sia X = K" con l'usuale struttura, K C K"

K chiuso

K compatto < K limitato

Dimostrazione. Omessa, cfr. [2]. i

La proprieta precedente viene a volte indicata come “proprieta di Heine—
Borel”, cfr. Corollario 9.13.

Esempio 1.28. Sia X = C°([0,1],R) con la norma [[z]|, = supj | (t)|.
La sfera unitaria chiusa B = {z € X:|z|, <1} & chiusa e limitata ma non

é compatta. Dalla successione x,(t) = ¢", infatti, non & possibile estrarre una
sottosuccessione (uniformemente) convergente.

Corollario 1.29. X spazio vettoriale topologico. V sottospazio di X.

V compatto = V = {0} .

Dimostrazione. Segue dalle proposizioni 1.20 e 1.26. O

Definizione 1.30. UNO SPAZIO TOPOLOGICO IN CUI OGNI PUNTO ABBIA UN
INTORNO RELATIVAMENTE COMPATTO SI DICE LOCALMENTE COMPATTO.
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Proposizione 1.31. X spazio vettoriale topologico. Sono equivalenti:
(1) X & localmente compatto.

(2) 3K C X, K compatto, K # 0.
(3)

(4)

JK C X, K compatto, {0} C K.
dim X finita.

Dimostrazione.
(1) = (2): ovvio.
(2) = (3): ovvio.
. 17, N . . . . . .
(3) = (4): {x +s5K:x € K} ¢ un ricoprimento aperto di K. Sia quindi

{xl + %K7 e Ty %K} un sottoricoprimento finito. Sia V' lo spazio generato

da x1,...,x,. Poiché dimV < n, V & un sottospazio chiuso, quindi X/V & uno
spazio vettoriale topologico con la topologia del quoziente (cfr. Proposizione 1.4).
Quindi, detta m: X — X/V la proiezione canonica sul quoziente, m(K) & un
compatto in X/V contenente lorigine V' e con parte interna non vuota. Da

" 1. 1. 1
KC SK)CV4+-KCV+ =K
_hL_Jl(CUh‘f'2 >_ + 5K CV g

segue
e quindi

Iterando, m(K) C 3m(K) C ... C #n(K). Ne segue che
VkeN 2Fn(K)Cn(K). (1.1)

D’altra parte, per ogni & € X esiste un k& € N tale che 27%z € K o, equi-
valentemente, z € 2¥K. Questo, assieme a (1.1), mostra che X/V C 7(K).
Quindi X/V & compatto e, per la Proposizione 1.29, X/V & banale. Ne segue
che X =V, quindi X ha dimensione finita.

(4) = (1) noto. m]

Il seguente criterio di compattezza in C° & spesso indicato come “Teorema
di Ascoli — Arzela”.
Proposizione 1.32. K spazio metrico compatto, Y spazio di Banach, £ C
COK,Y).

FE ¢ relativamente compatto
—
U z(K) & relativamente compatto, e

rEE
le funzioni di F sono equicontinue.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [6, 7, 10]. O



6 INDICE

Nella proposizione seguente, un criterio di compattezza in LP, viene utiliz-
zato 'operatore di traslazione 75, cosi definito. Fissato h € K™ e data f: Q) — K,
con 2 C K™, sia 7, f la funzione definita da

<Thf><x>={£(“h’ AT

Proposizione 1.33. Siano p € [1,4o00[, @ C R™ di misura finita ed E C LP ().

E ¢ relativamente compatto in LP(2)
—
FE limitato, e
Ve>036>0:Vhels, o[ VfEE |tnf — fllie@ <e-

Dimostrazione. Omessa, cfr. [1, 5]. O

Proposizione 1.34. Siano p € [1,+o00[ ed E C LP(R").

E ¢ relativamente compatto in LP(R")
—
FE limitato,
Ve>036>0:Vhel],d[VfeE |mf—fl,<e, e
Ve >03Q cR" di misura finita:V f € E || f|gp g\ <€-

Dimostrazione. Omessa, cfr. [1, 5]. m]

1.3 Completezza

La definizione di limite di una successione in uno spazio vettoriale topologico &
I'usuale definizione data nell’ambito di spazi topologici.

Definizione 1.35. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO. z:N — X SUCCES-
SIONE.

VU INTORNO DELL’ORIGINE
2:N+— X E DI CAUCHY = { J v €N TALE CHE
Vnm>v x,—Tm €U

Proposizione 1.36. X spazio vettoriale topologico. x: N +— X successione.

z:N+— X convergente =—> z: N — X di Cauchy.

Dimostrazione. Sia U un intorno dell’origine. Sia V un intorno dell’origine
bilanciato tale che V +V C U (cfr. Esercizio 1.15). Esiste un v € N tale che
per ogni n > v vale x,, € V. Quindi, se n,m > v, si ha (z, —xy,) €V -V =
V+V ClU. m|

Definizione 1.37. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO. X E COMPLETO SE
OGNI SUCCESSIONE DI CAUCHY AMMETTE LIMITE IN X.
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Proposizione 1.38. X spazio vettoriale topologico. x:N +— X successione.

z:N — X di Cauchy = z:N +— X limitata.

Dimostrazione. Sia U un intorno bilanciato dell’origine. Sia V un intorno bi-
lanciato dell’origine tale che V C U e V +V C U (Esercizio 1.15). L’insieme
{z1,29,...,2,-1} & limitato (Proposizione 1.19) quindi {z1,22,...,2,-1} C
NV per un opportuno X > 0. Inoltre, esiste un v € N tale che per n > v
vale z, € x, + V. Per un opportuno A’ € R, \” > 1, vale z, € \"V. Sia
A = max {X,\"}. Ne segue che

{zn:neN} C {z1,29,...,2p1}U{zpn:n € Nyn > v}
NV U(z, +V)

NVUNV+Y)

AVU(A(V+V))

AU

NN

N 1N

Corollario 1.39. X spazio vettoriale topologico. z: N — X successione.

z:N+— X convergente = z: N — X limitata.

Dimostrazione. Immediata. O

Proposizione 1.40. X spazio vettoriale topologico, z: N — X successione di
Cauchy in X. y:N — X sottosuccessione convergente a y,. Allora, 'intera
successione z: N — X converge a 4.

Dimostrazione. Sia U un intorno dell’origine e sia ¥V C U un intorno bilanciato

di 0 costruito come nell’Esercizio 1.15. Definitivamente, si ha

(xn _yn) € V

Yo € Yoo + V }:>xn€yoo+u.

da cui la tesi. O

Corollario 1.41. X spazio vettoriale topologico, K C X.

K compatto per successioni = K completo.

Dimostrazione. Sia x:N — X una successione di Cauchy in K. z:N — X
ammette una sottosuccessione y: N — X convergente ad un limite yo, € K. Per
la Proposizione 1.40, I'intera successione z: N — X converge a ¥Yoo- O

Esercizio 1.42. Dimostrare che il viceversa del Corollario 1.41 ¢ falso.

Esercizio 1.43. Dimostrare che ¢, con la norma del sup non ¢ completo.
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Esercizio 1.44. Dimostrare che C2(R) con la norma del sup non & completo.

1.4 Continuita

Definizione 1.45. XY SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI. SIANO A C X,
., €AE f:A—Y

VY CY INTORNO DI 0
f CONTINUA IN z, = JU C X INTORNO DI 0:
VeeAix—x,. €U, f(z)— flz.) €V.

Vre A, VYV CY INTORNO DI 0
f CONTINUAIN A = JU C X INTORNO DI 0:
Va'e Az —a' el, f(z)— f(a')eV.

VY CY INTORNO DI 0
= dU C X INTORNO DI 0:
Ve, € Az —a’ €U, f(z)— f(a') e V.

f UNIFORMEMENTE
CONTINUA IN A

Proposizione 1.46. X,Y spazi vettoriali topologici. Siano A C X e f:A— Y.

f uniformemente continua in A = f continua in A.

Dimostrazione. Immediata. O

1.5 Separabilita
Definizione 1.47. X SPAZIO TOPOLOGICO.

S E NUMERABILE

X E SEPARABILE = 35 C X: N
S E DENSO IN X .

Esempio 1.48. R" e C" sono separabili.

Proposizione 1.49. Se p € [1,400[, @ C K" e S o-algebra dei borelliani,
allora LP(Q2,S, i) con ||-||1» € separabile.

Dimostrazione. Scegliere come S l'insieme delle combinazioni lineari a coef-
ficienti in QQ di funzioni caratteristiche di prodotti cartesiani di intervalli con
estremi in Q. O

Proposizione 1.50. ¢*°(N) con la norma del sup non ¢ separabile.

Dimostrazione. Sia S I'insieme delle funzioni caratteristiche di sottoinsiemi di
N. S ha la cardinalita di P(N), quindi non ¢ numerabile. Sia D un sottoinsieme
denso di £*°. Allora, per ogni s € S, esiste un d, € D tale che ||d — s/, < 1/2.
La corrispondenza s — d, ¢ iniettiva: se d approssima sia s’ e s, i.e. d=dy =
dgr, allora
8" = sllo < lls" —dll o +[ld =5, <1

e quindi s’ = s’ perche elementi distinti di S hanno distanza 1. Quindi D ha
cardinalita non inferiore a quella di S, da cui la tesi. O
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Proposizione 1.51. Siano 2 C R™ a parte interna non vuota, S la c—algebra
dei borelliani e p la misura di Lebesgue. Lo spazio L*>(2, S, 1) con |||y, non
¢ separabile.

Dimostrazione. Siano z, € Q e r, tale che B(z,,7,) C€ Q. Sia S linsieme delle
funzioni caratteristiche di sfere B(x,,7) con r € ]0,r,]. Proseguire come nella
dimostrazione della Proposizione 1.51. O

Proposizione 1.52. Siano a,b in R, a < b. Lo spazio C° ([a, b}) con la norma
del sup e separabile.

Dimostrazione. Scegliere come S l'insieme delle funzioni continue e lineari a
tratti il cui grafico & una spezzata con vertici in Q. O

2 Spazi Seminormati e Localmente Convessi
2.1 Spazi Seminormati

Definizione 2.1. X SPAZIO VETTORIALE SU K. SI DICE SEMINORMA SU X
UNA FUNZIONE p: X — R TALE CHE

(I) p E SUBADDITIVA: Va,y € X, p(z +y) < p(z) + p(y);

(11) p & OMOGENEA: Vz € X, VA € K, p(Ax) = |A| - p(x).

Proposizione 2.2. p seminorma su X. Allora

(ii) Vz € X, vale p(x) > 0;

(i) Va,y € X, vale ‘p(:c) —p(y)’ < plx —y).

Dimostrazione. Immediata. O

Proposizione 2.3. X spazio vettoriale normato. p seminorma su X che si
annulli solo in 0. Allora p € una norma.

Dimostrazione. Immediata. O

Definizione 2.4. UNO SPAZIO VETTORIALE SEMINORMATO E UNO SPAZIO
VETTORIALE MUNITO DI UNA FAMIGLIA SEPARANTE DI SEMINORME. UNA
FAMIGLIA DI SEMINORME {p,:« € I} SI DICE SEPARANTE SE VALE

pa(z) =0 Vacl=z=0.
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Proposizione 2.5. X spazio vettoriale seminormato con la famiglia di semi-
norme {p,:«a € I'}. Siano

S = {U(n,a,r)eP(X):neN\{0}, ael" rel0,+oo["}
Un,a,r) = {£€Xipa,(E—a)<r, i=1,...,n}
S = {z+U:UEeS} VereX.

S, costituisce un sistema fondamentale di intorni di = (cfr. Definizione 10.1).
Questi intorni sono convessi, bilanciati (quindi simmetrici) ed a parte interna
non vuota, (quindi assorbenti per x = 0). X & uno spazio vettoriale topologico
con la topologia cosi introdotta.

Dimostrazione. Immediata. O

Esempio 2.6. Esempi di spazi seminormati:

(1) R? & uno spazio vettoriale seminormato con p,(z,y) = |z|, py(z,y) = |yl.
La topologia cosi introdotta e quella della convergenza puntuale.

(2) A C R™ aperto. Allora C°(A) & seminormato con pg(r) = supg ||z||, K
compatto, K contenuto in A.

(3) A C R™ aperto. Allora C°(A) ¢ seminormato con la famiglia di seminorme
Pr.n(z) = supg ||D™z||, K compatto, K contenuto in A, n multiindice. I
duale, cfr. Definizione 5.15, di questo spazio ¢ lo spazio delle distribuzioni.

(4) ACR"™ RA & seminormato con py(z) = |x(t)|, t € A. La convergenza nella
topologia cosi introdotta coincide con la convergenza puntuale.

(5) X spazio vettoriale normato. E seminormato con una famiglia separante di
seminorme composta unicamente dalla norma.

Proposizione 2.7. X spazio vettoriale seminormato con la famiglia di semi-
norme {p,:a € I'}, 2: N +— X successione, zo, € X. Allora

lim z, =2, <= Vael lim py(x, —T)=0.

n—400 n—-+oo

Dimostrazione. Immediata. O

Esercizio 2.8. Dimostrare che in uno spazio vettoriale seminormato, le semi-
norme che definiscono la topologia sono funzioni continue.

Proposizione 2.9. X spazio vettoriale seminormato da una famiglia nume-
rabile di seminorme. Allora X ¢ metrizzabile con una distanza invariante per
traslazioni (cfr. Definizione 10.6).

1 pu(ze— 1)

— . O
2n 1 +pn(x2 - 1‘1)

Dimostrazione. Per x1,x9 € X, sia d(x1,22) = Z
neN
Esercizio 2.10. La distanza introdotta nella Proposizione 2.9, in generale, non

& omogenea (cfr. Definizione 10.6).

Esercizio 2.11. Completare la dimostrazione della Proposizione 2.9.
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2.2 Spazi Localmente Convessi

Definizione 2.12. UNO SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO X SI DICE LOCAL-
MENTE CONVESSO SE OGNI SUO PUNTO AMMETTE UN SISTEMA FONDAMENTALE
DI INTORNI CONVESSI.

Esercizio 2.13. Ogni spazio vettoriale normato e localmente convesso. Le sfere
(aperte) centrate in x costituiscono un sistema fondamentale di intorni convessi
di z (cfr. Proposizione 3.2).

Esercizio 2.14. X spazio vettoriale localmente convesso. p seminorma su X.
Allora p puo non essere continua.

Proposizione 2.15. X spazio vettoriale localmente convesso. Allora ogni punto
di X ammette un sistema fondamentale di intorni convessi e bilanciati.

Dimostrazione. In base all’Esercizio 1.3, non ¢ restrittivo considerare solo 1’o-
rigine. Sia U € Sy un intorno fondamentale convesso dell’origine. Per il Lem-
ma 1.14, esiste un intorno di 0 bilanciato B tale che B C ¢/. Sia V l'involucro
convesso di B. V ¢ un intorno dell’origine (poiché ¥V D B). V ¢ bilanciato perché
¢ I'involucro convesso di un insieme bilanciato. cfr. Esercizio 1.16. Ovviamente,
VY ¢ convesso e V C U. O

Il seguito di questo paragrafo mostra che le definizioni 2.4 e 2.12 sono
equivalenti.

Definizione 2.16. X SPAZIO VETTORIALE. B C X. SI DICE FUNZIONALE DI
MINKOWSKI DI B LA FUNZIONE

ug = X +— 0,400
z +— inf{a€[0,+oc[:z € aB}

In alcuni testi, il funzionale di Minkowski di B viene chiamato gauge di B.

Proposizione 2.17. X spazio vettoriale. B C X.

(i) B assorbente = up ha senso
(i) B bilanciato = i3 OImMOgeneo
(iii) B convesso = up subadditivo
assorbente

(iv) B bilanciato = g seminorma
convesso
assorbente
bilanciato

(v) B = upg norma.
convesso
limitato

Dimostrazione. Le dimostrazioni di (i), ..., (iv) sono immediate. Per (v), sia

x € X con ug(x) =0. Allora per ogni A € K, ug(Az) = 0. Allora Kz C B, per
la Proposizione 1.21, Kz = {0}, quindi = = 0. O
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Proposizione 2.18. X spazio vettoriale. Allora

X seminormato <= X localmente convesso.

Dimostrazione. L’implicazione = ¢ il contenuto della Proposizione 2.5.
Implicazione <. Per la Proposizione 2.15, ogni punto x di X ammette
un sistema fondamentale di intorni convessi e bilanciati S,. Sia {py:U € Sp}
la famiglia dei funzionali di Minkowski degli intorni fondamentali (bilanciati e
convessi) dell’origine. Ogni intorno dell’origine & assorbente (cfr. Esercizio 1.12).
Quindi, per la Proposizione 2.17, {py:U € Sp} & una famiglia di seminorme.
Sono separanti poiché se py(z) = 0 per ogni U, allora x € U per ogni U e quindi
x = 0. Le {py:U € Sp} inducono la stessa topologia poiché, per ogni U, vale
{z e Xipy(z) <1/2} cU C {z € X:py(z) <2}, O

Esercizio 2.19. Esibire un esempio di insieme il cui funzionale di Minkowski
non sia continuo.

3 Spazi di Banach

Definizione 3.1. X SPAZIO VETTORIALE SU K. X E UN SPAZIO VETTORIALE
NORMATO SE ESISTE UNA FUNZIONE || ||: X — R TALE CHE:

(1) Ve e X, [lz] = 0;

() Ve e X, ||z|| =0 < . =0;
(m) Va,y € X, |lz +yl| < llzll + llyll;
(v) Ve e X, VX eK, || x| =|A] - ||l=].

Proposizione 3.2. X spazio vettoriale normato. Allora X € uno spazio metrico
con la distanza

d(z,y) = [ly — =] (3.2)
e la topologia indotta da d rende X uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso. Inoltre, la distanza (3.2) € invariante per traslazione ed omogenea.
Dimostrazione. Immediata, cfr. Esercizio 2.13 e Definizione 10.5. O

Nel seguito, in uno spazio vettoriale normato X, la sfera aperta di centro z, € X
e raggio r > 0 verra indicata con B(x,,7):

B(zo,r) ={z € X: ||z — x| <r} .

Esempio 3.3. Sia X uno spazio in cui sia definito un prodotto scalare (i.e. una
forma bilineare simmetrica definita positiva). Allora X & uno spazio vettoriale
normato con ||z|| = /z - z.

Definizione 3.4. UNO SPAZIO VETTORIALE NORMATO COMPLETO SI DICE
SPAZIO DI BANACH.

Esercizio 3.5. Quali degli insiemi definiti negli esempio 1.2 e 2.6 sono spazi di
Banach?
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Esercizio 3.6. Dimostrare che in uno spazio vettoriale normato, la norma che
definisce la topologia € una funzione continua, mentre altre norme possono non
essere continue.

Proposizione 3.7. X spazio vettoriale normato. Allora esiste uno spazio X
tale che:

(i) X & uno spazio di Banach;

(ii) X si identifica in modo naturale con un sottospazio denso di X.

Dimostrazione. Cfr. Esercizio 3.9. O

Definizione 3.8. L0 SPAZIO X COSTRUITO NELLA PROPOSIZIONE 3.7 B IL
COMPLETAMENTO DI X.

Esercizio 3.9. Dimostrare la Proposizione 3.7 seguendo, ad esempio, questo
procedimento:

(1) Lo spazio C delle successioni di Cauchy in X & uno spazio vettoriale.

(2) Dati z,y € C, la relazione definita da z ~ y = limy,yoo [|Zn —ynl| =0 &
una relazione di equivalenza in C.

(3) Sia X = C/ ~. X ha una naturale struttura di spazio vettoriale normato
con |[2]]| ¢ = limn—toc [zl

(4) X & completo.
(5) X si identifica in modo naturale con un sottospazio denso in X.

La costruzione precedente, con qualche piccola modifica, puo essere utilizzata
per definire R a partire da Q.

Definizione 3.10. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO CON LA TOPOLOGIA
7. X E NORMABILE SE ESISTE UNA NORMA SU X CHE INDUCA SU X LA
TOPOLOGIA T.

A volte, 'aggettivo normabile viene riferito alla topologia piuttosto che allo
spazio, cfr. Corollario 7.9.

Proposizione 3.11. X spazio vettoriale topologico. Sono equivalenti:
(i) X & normabile;
(ii) X contiene un aperto convesso limitato non vuoto;

(iii) Vorigine ammette un intorno aperto convesso limitato.

Dimostrazione. Le implicazioni (1)=-(ii) e (ii)=-(iii) sono immediate.

(iii)=(i): sia U un intorno aperto convesso e limitato dell’origine. Allora
esiste un intorno aperto B bilanciato tale che B C U (Lemma 1.14) e quindi B &
limitato. Sia V Iinvolucro convesso di B. V & un intorno dell’origine (quindi &
assorbente) ed & anche bilanciato, convesso e limitato (poiché V C U). Sia py il
funzionale di Minkowski di V. py € una norma per la Proposizione 2.17. Resta
da dimostrare che py induce la stessa topologia di X. A tal fine basta osserva-
re che {aV:a > 0} costituisce un sistema fondamentale di intorni dell’origine,
grazie alla limitatezza di V. O



14 INDICE

Il seguente risultato viene spesso indicato come “Teorema di quasi perpen-
dicolarita di Riesz”.
Proposizione 3.12. X spazio vettoriale normato. W C X sottospazio proprio,
non banale e chiuso di X. Allora per ogni « € |0, 1], esiste un z, € X tale che
|zall =1 e d(zq, W) > .
Ovviamente, d(xq, W) = inf,ew d(zq, w) < d(z4,0) = 1. Un eventuale vettore
x1 tale che ||z1]| =1 e d(z1, W) = 1 sarebbe “perpendicolare” a W.

To

w

Wa

Figura 1: Dimostrazione della Proposizione 3.12

Dimostrazione. Sia z, € X tale che d(x,, W) =d, con d > 0. Fissato a € ]0, 1],
esiste un w, € W tale che d(z,,w,) € [d,d/a[. Sia

To — W
Ty = o
[zo — wall
Certamente ||z,|| = 1. Inoltre, per ogni w € W si ha
lw— o] = |w— 2P
|20 — wall

|20 — wa|lw — 0 + W

2o — wall

(on — Wallw + wa) — T

2o — wall
d
[zo — wal
d
d/a
= a.
Quindi d(z,, W) > «. m|
In generale, un vettore “perpendicolare” ad un sottospazio W puod non esi-
stere.
Proposizione 3.13. Sia X = {x € CO([0,1]) : 2(0) = O}, munito della usuale

norma “del sup” [|z| = supy y |z(t)|. Sia W = {x € X: fol x = O}. Allora non
esiste nessun x € X tale che ||z]| =1 e d(z,W) = 1.
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Dimostrazione. Per assurdo, esista un tale z. Allora

/01x<1. (3.3)

D’altra parte, per ogni y € X \ W, posto ¢(y) = (fol x) / (f01 y) si ha che
x—p(y)y € W. Allora

0

1
9]

o]

L=d(z,W) <d(z,z—o(y)y) = |[[e@)y| = [e®)| - lyll = lyl

quindi

|
/ox‘> ol - (34)

Sia y(t) = 1— (1 —t)". Allora |y|| = 1, foly =1- n+r1 e, per n abbastanza

grande, la (3.4) non puo essere soddisfatta in virtu della (3.3). O

L’equivalenza (i) < (iv) nella proposizione seguente viene spesso indicata
come “Teorema di Riesz”.

Proposizione 3.14. X spazio vettoriale normato. Allora sono equivalenti:
(i) dim X finita.
(ii) I compatti di X sono tutti e soli i chiusi e limitati.
(ili) La sfera unitaria chiusa {z € X:[|z|| < 1} ¢ compatta.
)

(iv) La superficie {z € X:|[|z|| = 1} della sfera unitaria ¢ compatta.

Dimostrazione. (i) = (ii) ¢ la proprieta di Heine-Borel.

(ii) = (iii): la sfera chiusa unitaria & (chiusa e) limitata.

(iii) = (iv): la superficie della sfera unitaria ¢ un sottoinsieme chiuso della
sfera chiusa.

(iv) = (i): sia 9 € X, |Jzo]| = 1. Se X = Kz, allora dim X & finita.
Diversamente, esiste un 27 € X \ Kzg tale che ||z1]] = 1 e [|Jz1 — zo| > 1/2.
Tterativamente, se X # span {xo,...2,—1}, sia &, tale che ||z || =1e

d (zn,span{zg, ..., zp—1}) > 1/2.
Per costruzione, la successione n +— 1z, non contiene sottosuccessioni conver-

genti, quindi non puo contenere infiniti elementi, quindi dim X < +o0. O

Nella proposizione precedente, il fatto che X sia normato e essenziale: cfr. Co-
rollario 9.13.

Definizione 3.15. X SPAZIO VETTORIALE NORMATO.
X E UNIFORMEMENTE CONVESSO

—
Ve>036>0: Vz,y€ X coN |lz||=|ly| =1 E ||lz —y| > e,

r+
=2 <1-0.

Il risultato seguente viene a volte indicato come “Teorema della migliore
approssimazione”.
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Proposizione 3.16. X spazio di Banach uniformemente convesso.

K C X chiuso convesso

ey }:>3keK:d(xo,K)=d($ov’f)-

Dimostrazione. Omessa. O

Esercizio 3.17. Enunciare e dimostrare i risultati del calcolo differenziale ele-
mentare nel caso di funzioni f: X — Y, con X e Y spazi normati o di Banach.

4 Spazi di Hilbert

Definizione 4.1. X SPAZIO VETTORIALE. PRODOTTO SCALARE O PRODOTTO
INTERNO SU X E UN’APPLICAZIONE -: X X X — K CON LE PROPRIETA

() VNpeRVr,y,z€X, Me+py)-z=Av-2+py-2;

() Ve,ye X, y-a=7"7;

() Ve e X\ {0}, z-z>0.
UNO SPAZIO VETTORIALE IN CUI E DEFINITO UN PRODOTTO SCALARE E UNO
SPAZIO PREHILBERTIANO.

Nel caso K =R, (11) diventa z -y =y - x.

Esempio 4.2. /2 & I'insieme delle successioni z: N — R tali che %% 22 < +oc.
In 2 & definito il prodotto scalare z -y = 3% 2, - y,.

Lo spazio ¢2 sopra introdotto & uno spazio di Hilbert, cfr. Definizione 4.8.
Il risultato seguente viene spesso indicato come “disuguaglianza di Schwarz”
o “disuguaglianza di Cauchy — Schwarz”.

Proposizione 4.3. X spazio prehilbertiano. Allora

Ve,ye X |z -yl <vVz-zy y.
Si ha l'uguaglianza se e solo se x ed y linearmente sono dipendenti.

Dimostrazione. Sia y # 0, altro caso ¢ immediato. Sia ¢ € K| |[¢| = 1, tale che
dx-y=|z-y|. Sia f(t) = (z+tdy) - (x+ t¥y). Per la Definizione 4.1 f(t) > 0,
Vvt € R. Inoltre

f(@) rox+ 20 |z y| + 297y -y
@ 20 |z - y| + 2ty -y
minf = f(=lz-yl/(Vy-y)

= ma:—|33y|2/(?9yy)

Da min f > 0 segue la disuguaglianza cercata. Inoltre, vale 'uguaglianza se e
solose f(t) =0 < z+tly=0 < z=—tJy. m]
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Proposizione 4.4. X spazio prehilbertiano. Allora X & uno spazio vettoriale

normato con
o]l = vz -z

Dimostrazione. Le proprieta (1), (11), (1v) della Definizione 3.1 sono immediate.
La (111) segue dalla Proposizione 4.3:

lz)* + 2 Re( - y) + |ly]”
2 2
[ ]1™ =+ 2[[z[[ gl + [yl
2
([l + [ly1)” -

2
[l +yll

IA

Esercizio 4.5. In uno spazio prehilbertiano, enunciare e dimostrare:
1. la continuita del prodotto scalare: se &, — Too € Yn — Yoo, allora z,, -y, —
Loo * Yoo
2. I'uguaglianza del parallelogramma: Vaz,y € X, |z +y|®> + |z —y|* =
2 (Il + llyl1*);
3. il Teorema di Pitagora: se xy,...,2, € X con x; - ; = 0 ogniqualvolta

i gy allora || 27 | = 320 llas

Definizione 4.6. X SPAZIO PREHILBERTIANO. SE z,y € X SONO TA-
LI CHE -y = 0,  E y SI DICONO PERPENDICOLARI. SE A C X, At =
{re X:Vae A, z-a=0}.

Esercizio 4.7. X spazio prehilbertiano. A C X non vuoto. Allora A+ & un
sottospazio vettoriale chiuso di X.

Definizione 4.8. SpPAzIO DI HILBERT E UNO SPAZIO PREHILBERTIANO COM-
PLETO.

Proposizione 4.9. X spazio di Hilbert, K’ C X chiuso e convesso. Allora esiste
un’unica applicazione Pg: X — K caratterizzata da

— Pxz| = inf |z —y|.
|l — Pcall = inf Jlz —y]

Prx ¢ 'unico elemento di K che realizza la minima distanza di K da x.

Dimostrazione. Sia d = infyci ||z —y||. Per n € N, n > 0, sia y,, € K tale che
|z — ynl| < d+ 1/n. La successione y: N\ {0} — X & di Cauchy. Infatti, per
l'uguaglianza del parallelogramma e la convessita di K (Esercizio 4.5)

||yn7ymH2
= [~ wa) ~ &~ wm)ll
= 2(Jo = yull® +llo = yal®) = @ = 9) + (@ = )|

IN

2 (a+ 1) 20+ L) Z o= ot vl
n m Yn T Ym

1\2 1?2
2(d+—) +2(d+—) —4d>.
n m

IN
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Per la completezza di X, esiste un y,, tale che y, — yo. Per la chiusura di
K, yoo € K. Per costruzione, ||z — yo| = d. Se z € K & tale che ||z — z|| = d,
allora con calcoli analoghi ai precedenti si ottiene:

lyoo — 21> = || = yoo) — (& = 2)||”
2]l — yoo|* + 2l|z — 2||* — 4|z — (yoo + 2)/2]?
< 0

da cui 'unicita di Pg. O

La Proposizione 4.9 puo essere dimostrata anche con le proposizioni 3.16
e 4.11.

Proposizione 4.10. X spazio di Hilbert, V' C X sottospazio chiuso. Allora
X=VeoV™

Dimostrazione. Sia P la proiezione di minima distanza su V, cfr. Proposi-
zione 4.9. Dato x € X, siano v = Px e u = x — Px. Ovviamente, v €
V.

Inoltre, u € V=1, infatti sia w € V e sia ¥ € K, |9 = 1, tale che du -
w € R. La funzione f(t) = |u+tdw|® ¢ un polinomio di secondo grado in
t: f(t) = |Jull* + 2t9u - w + t2|w]|® ed ha minimo assoluto in ¢ = 0, poiche
f(t) = ||z — (Pz— tﬁw)HZ, cfr. Proposizione 4.9. Quindi v - w = 0.

Sia ora z € V. N V. Allora, ovviamente, z - z = 0, quindi z = 0. O

Proposizione 4.11. X spazio prehilbertiano. Allora X & uno spazio vettoriale
uniformemente convesso.

Dimostrazione. Conseguenza immediata dell’Esercizio 4.5. O

5 Applicazioni Lineari
Definizione 5.1. X, Y SPAZI VETTORIALI.

V.’Iﬁh.’lﬁg S X, V)\h)\g cK

T:X — Y E LINEARE = { T(\zy 4 Aoxa) = M Ty + XoTxsy .

NUCLEO ED IMMAGINE DI 7" SONO, RISPETTIVAMENTE,

mk(T) =T(X) ker(T)=T"1({0}).

Proposizione 5.2. X, Y spazi vettoriali. T: X — Y lineare. Allora:
(1) T0 =0;

(2) rnk(T) & un sottospazio vettoriale di Y
(3) ker(T') & un sottospazio vettoriale di X;
(4) T iniettiva < ker(T) = {0};

(5)

5) V C X sottospazio vettoriale = T(V) sottospazio di Y;
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6) C C X convesso = T(C) convesso;

(
(7) B C X bilanciato = T'(B) bilanciato;
(
(

)
)
8) V C Y sottospazio vettoriale = T~1(V) sottospazio di X;
9) C CY convesso = T~ 1(C) convesso;

)

(10) B CY bilanciato = T~1(B) bilanciato.

Esercizio 5.3. Dimostrare la Proposizione 5.2.

Proposizione 5.4. X, Y spazi vettoriali topologici. T: X — Y lineare. Sono
equivalenti:

1) T & uniformemente continua su X;

2) T & uniformemente continua su un aperto non vuoto in X;

4

(1)

(2)

(3) T & continua su X;
(4) T & continua in 0;
()

5) T & continua in un punto di X.
Dimostrazione. Le implicazioni (1) = (2) = (5) e (1) = (3) = (4) = (5) sono
immediate.

(5) = (1): Sia T continua in z, e sia y, = Tx,. Allora, per ogni intorno V
di 0 in Y, esiste un intorno ¢ di 0 in X tale che T'(z. +U) C y. + V. Ne segue
che comunque presi 21,22 in X con (x; — z2) € U, si ha che (Tzy — Txz) € V,
da cui la tesi. O

Esempio 5.5. In spazi di dimensione infinita esistono funzioni lineari non
continue.

Sia X = C! ([~1,1]) munito della norma “del sup” |z||, = SUp[o,1] |z (1))
Sia D: X +— R definito da Dz = 2/(0). D & lineare ma non & continua. Sia

infatti z,, = * sin(n?t). Allora lim 2, =0 ma lim Dz, = +oo.
n n—-4oo n—-+oo

Proposizione 5.6. X, Y spazi vettoriali topologici. T: X +— Y lineare.

TX limitato <— T =0.

Dimostrazione. Applicare la Proposizione 1.21. O

In virtu della proposizione precedente, per le applicazioni lineari alla nozione
di limitatezza viene comunemente assegnato un significato diverso da quello
usuale.

Definizione 5.7. X, Y SPAZI VETTORIALI NORMATI. T: X — Y LINEARE.

T & LiMITATA = sup {[|T|y: [|z|x <1} < +oo;
1T = sup{|Tz|y:[lz]lx <1}
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Esercizio 5.8. X, Y spazi vettoriali normati. 7:X +— Y lineare. Allora
sup {[| Ty ||zl x <1} = sup {| T2y 2] x =1}

Proposizione 5.9. X, Y spazi vettoriali normati. T: X +— Y lineare e limitata.
Allora
[Txlly < TN - ll=llx -

Dimostrazione. Sia x # 0, altrimenti la disuguaglianza & ovvia. ||Tz|, =

1 _ 1.
HT (el - oty =) | = HT(lwux 7)
Proposizione 5.10. X, Y spazi vettoriali normati. 7: X — Y lineare. Sono
equivalenti:

el x < T - 2]l x- O

(1) T & continua su X;

2) T ¢ uniformemente continua su X;

)
(2)
(3) T & limitata,

(4) T & Lipschitziana.

Dimostrazione. (1) < (2) segue dalla Proposizione 5.4.

(1) = (3): La funzione ¢: X +— R definita da ¢(z) = || Tz||y ¢ continua,
quindi 'insieme A = {x € X:p(z) < 1} contiene un aperto. Sia r > 0 tale che
Bx(0,7) C A. Ne segue che sup {||Tz||y:[|z]x <7} <1 e, quindi, ||T| < 1/r.

(3) = (4): Per la Proposizione 5.9, ||[Tas — Taq| = ||T(z2 — 21)|| < ||T -
g — @1 ]].

(4) = (1): noto. mi
Proposizione 5.11. X, Y spazi vettoriali normati. Allora:

1. Lo spazio L(X,Y) delle applicazioni lineari continue X — Y & uno spazio
vettoriale normato.

2. La convergenza in £(X,Y") & la convergenza uniforme sui limitati.

3. Se Y ¢ di Banach, anche £(X,Y) ¢ di Banach.

Dimostrazione. Immediata. O

Nella Proposizione 5.11, la completezza di £(X,Y) segue dalla completezza
di Y, indipendentemente dalla completezza o meno di X.

Esercizio 5.12. X spazio vettoriale normato su K. Dimostrare che £(K, X)) si
identifica con X.

Esercizio 5.13. X, Y spazi vettoriale topologici, V' C X sottospazio proprio,
u € X\V. Perogniy € Y, 'applicazione T: V®Ku — Y definita da T'(v+Au) =
Ay € lineare e continua.

Esercizio 5.14. Sia X = C%(K,R) munito della norma del sup, con K C R
compatto non vuoto. Sia t, € K. Dimostrare che I'applicazione P: X +— X
definita da (Pzx)(t) = ftta 2(7) dr ¢ lineare e continua (anche Lipschitziana).
Determinarne autovettori ed autovalori.
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5.1 Il Duale

Definizione 5.15. X SPAZIO VETTORIALE TOPOLOGICO SU K. IL DUALE DI
X B L'INSIEME X’ = £(X,K) DEI FUNZIONALI LINEARI CONTINUI X +— K.

Proposizione 5.16. X spazio vettoriale topologico. z’: X +— K lineare non
nullo. Sono equivalenti:

(1) 2 e X;

(

2)
(3) kerz’ non & denso in X;
(4)

Dimostrazione. (1) = (2): ovvio.

(2) = (3): segue da z’ # 0.

(3) = (4): siaz, € X\ (kerz'). Allora esiste un intorno bilanciato U di 0 tale
che (z« +U) Nkera’ = 0. L’insieme 2'(U) & bilanciato (cfr. Proposizione 5.2),
quindi o /() =K, o 2'(U) & limitato.

Se 2'/(U) = K, allora esiste un = € U tale che z'(z) + 2'(x«) = 0, in
contraddizione con la scelta di U.

Se o’ (U) ¢ limitata, la tesi ¢ dimostrata.

(4) = (1): esistono un intorno & di 0 ed un M > 0 tali che sup |2’ (U)| < M.
Allora, per ogni € > 0, sup |x'(%b{)| < ¢, da cui la continuita di 2’ in 0 e la tesi
per la Proposizione 5.4. |

ker 2’ & chiuso;

2’ & limitata in un intorno di 0.

Proposizione 5.17. X spazio vettoriale topologico. ' € X’ non nullo. Allora
(1) dim (X/ keraj’) =1;
(2) kera’ & un sottospazio massimale;

(3) x4 € X tale che X = Kz, ® kera’.

Dimostrazione. Sia z, € X tale che z/(z4) # 0. Allora, ogni z in X puo
z'(x) )

@’ ()

z'(z

a:*> + 77y s, dove (a:— ;‘;/((;))x*) € kerz’ e

essere scritto x = (x —

o’ (z)
o’ ()

z. € Kz,. Da cui la tesi. O

Corollario 5.18. X spazio vettoriale normato. Allora X’ ha una naturale
struttura di spazio vettoriale normato con

Hsr:’HX, = sup{’x'(:z:)‘: lzll 5 = 1} .
Inoltre, X’ ¢ completo.
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 5.11. O

Proposizione 5.19. X spazio vettoriale normato, Y C X sottospazio vettoria-
le.
Y=X=Y =X'.

Dimostrazione. Se y' € Y’', allora 3’ ¢ uniformemente continuo e pud essere
esteso in un unico modo ad un funzionale lineare e continuo su X, quindi Y’ C
X. L’altra inclusione ¢ immediata. O
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Esercizio 5.20. X spazio vettoriale normato. Dimostrare che X ed il suo
completamento X (cfr. Definizione 3.8) hanno lo stesso duale.

Proposizione 5.21. X, Y spazi vettoriali normati. j: X — Y immersione

(i.e. applicazione lineare, continua e iniettiva). Allora esiste un’immersione

jhY — X

Dimostrazione. Sia j'(y') =y o j. m]
La Proposizione 5.21 suggerisce un metodo per costruire spazi “grossi”: come

duali di spazi “piccoli”.

Proposizione 5.22. X spazio di Hilbert. Allora X ¢ identificabile con X'.

Dimostrazione. Sia j: X — X' definita da (jz)(y) = y - x. jx & lineare e
continua: |(jz)(y)| < [l - |yll, quindi [[jz] < [yl

J € iniettiva: se jxq = jo, allora per ogni y € X, (jze — jx1) - y = 0, quindi
Jjx1 = jxg.

j ¢ suriettiva: se 2’ € X', sia u € (kerz’)t con |jul| = 1, cfr. Propo-
sizione 4.10. Si ha che ' = 2/(u)u. Infatti, se z € X, © = v + Au con
v € ker o/,

(z) = 2'(v+ Au) = Aa'(u)
x- (x’(u)u) = 2w w+Iu)-u = Aa'(u).
m]
Proposizione 5.23. (X,S, u) spazio di mijsura o—finito. Allora
(1) pe]o,1] = LP(X,S,;R) e uno spazio metrico vettoriale
1/p
con d(z,y) = (fx ly(t) — z(t)|” dt) il cui
duale contiene il solo funzionale nullo.
(2) pel,0] = LP(X,S,;R) & uno spazio di Banach con
» 1/p
loll, = (S l2(0)]"at) .
(3) pel,o] = LP(X,S,;R) ha duale L9X,S, u;R), se e
solo se 11;+%:1,
dove si & posto “1/oo =07, come di consueto in questo ambito.
Dimostrazione. Omessa, cfr. [1, 5, 6, 12] m]

(1) della Proposizione 5.23, in virti del Corollario 6.10, implica che per
p €10, 1], LP non ¢ localmente convesso.

Il risultato seguente ¢ spesso indicato come “Teorema di rappresentazione di
Riesz”.
Proposizione 5.24.  C K". Sia C2(Q) l'insieme delle funzioni Q — K
continue ed aventi supporto compatto. Allora

(1) C2(2) & uno spazio vettoriale normato con |[u|| = sup,eq [u(z)|.
(2) C2(£2) non & uno spazio di Banach.

(3) Per ogni v’ € (CQ(Q))/, esiste un’unica misura di Radon p tale che

u’(u):/udu
Q
ed inoltre ||| = [u/(9).
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Nell’enunciato precedente, per “misura di Radon” si intende una misura
complessa, definita sui Borelliani, a variazione totale limitata e regolare.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [5, 6, 10, 12] O

6 Teoremi di Hahn — Banach

Definizione 6.1. X SPAZIO VETTORIALE, p: X — R.

Ve, 20 € X,

p(x1 4+ x2) < p(21) + ple2) -
Vr e X, VA € [0,+o0[,
p(Az) = Ap(z).

Nella proposizione seguente I'ordinamento di R & essenziale.

p E SUBADDITIVA =

p E POSITIVAMENTE OMOGENEA =

Proposizione 6.2. X spazio vettoriale. V C X sottospazio proprio tale che
X =V&Ru, u#0. p: X — [0,+00[ subadditiva e positivamente omogenea.
T:V — R applicazione lineare tale che Tv < p(v) per ogni v € V. Allora esiste

un’estensione 7 X — R lineare tale che ’Tx < p(z) per ogni z € X.

Dimostrazione. Sia v € R e T: X +— R definita da T'(v + M) = Tv +yA. T &
un’estensione lineare di T, cfr. Esercizio 5.13. Inoltre, se A > 0,

T(v+ M)
T(v — \u)

plv+Iu) = y<pAtvtu)—-T\ o)

<
<plo—Au) = > -pA v —u)+T\ )

Resta da dimostrare che

sup (—p(v —u) + T(v)) < in‘f/ (p(v+u) —T(v)) .
veV ve

Infatti, per vi,v; € V

Tvi+Tve = T(v1+v9)
< p(vr +v2)
= p((v1 —u) + (v2 +u))
< plvr —u) +p(vz +u)

da cui Tvy —p(vy —u) < p(vy+u) —Tvy. Infine, =Tz = T(—z) < p(—z) = p(x),

da cui Ta:)‘ < p(z) m]

La non unicita dell’estensione ¢ causata dallla liberta di scelta di v in

(p(v +u) — T(v))

[51615 (=p(v—w) +T(v)), inf

Il seguente € uno dei risultati noti come Teorema di Hahn — Banach.
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Proposizione 6.3. X spazio vettoriale su R. V C X sottospazio. p: X +—
[0, +o0o[ subadditiva e positivamente omogenea. T: V +— R applicazione lineare.

Txz| < p(z) per

Allora esiste un’estensione 7% X +— R di T, lineare e tale che

ogni z in X.

Dimostrazione. Sia,

Y sottospazio, Y DOV

A= (Y,L)GP(X)X]RX: Llineare,LV:T

Lz <p(z)VzxeY

A & un insieme non vuoto, parzialmente ordinato ed induttivo. Infatti
(a) A # 0 poiche (V,T) € A;

(b) una relazione d’ordine parziale in 4 & data da

(Y/7L/> j (Y”,LN> — Y/ g Y// e L// — L/
\Y’
(c) A& induttivo: se B = {(Ya,Ls):a € I} & un sottoinsieme di A totalmente

ordinato, allora un estremo superiore di B & (Y, L) definito da ¥ = Uacr Ya
ei/x:LaxsemEYa.

Per il Lemma di Zorn (cfr. Proposizione 10.10), A ammette un elemento mas-
simale (Y,L). Si ha che Y = X infatti, se esistesse un v € X \ Y, allora
la Proposizione 6.2 permetterebbe la costruzione della coppia (Y & Ru,T),),
estensione propria di (Y, L). mi

Esercizio 6.4. Dimostrare la Proposizione 6.3 senza utilizzare il Lemma di Zorn
ma con in pit 'ipotesi che esista un insieme numerabile di vettori linearmente
indipendenti U disgiunto da V' e tale che spanV UU = X.

Esercizio 6.5. Verificare che l'applicazione L introdotta nella dimostrazione
della Proposizione 6.3 € lineare e ben definita.

Esercizio 6.6. L’ordinamento parziale introdotto nella dimostrazione della
Proposizione 6.3 su A ¢ anche totale?

Corollario 6.7. X spazio vettoriale su C. V C X sottospazio proprio. p: X +—
R seminorma. T:V +— C lineare tale che |Tv| < p(v) per ogni v € V. Allora

esiste un’estensione 7: X — C di T lineare e tale che ‘Tx‘ < p(z) per ogni
reX.

Dimostrazione. X pud esssere visto come spazio vettoriale su R. Sia Lv =
Re(Tv), per v € V. L & un’applicazione lineare tale che |Lv| < |Tv| < p(v) per
ogni v € V. Sia L un’estensione di L a tutto X soddisfacente a ‘I:x‘ < p(x) per
ogni x € X, ottenuta attraverso la Proposizione 6.3. R R R
Tornando a vedere X come spazio vettoriale su C, sia Tz = Lz — iL(ix), per
ogni x € X. T e lineare su X visto come spazio su C. Inoltre, T & un’estensione
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di T poiche se v € V, allora

Tv = Lv—iL(iv)

= Lv—iL(iv)

= Re(Tv) —iRe (T(iv))

= Re(Tv) +iIm(Tv)
Tv

Infine, per ogni x € X e per un opportuno z € C con |z| = 1,

Ta| = 2Tz =
T(zz). D’altra parte, |Txz| € R, quindi T'(2z) coincide con la sua parte reale e

T(zx) = L(zx) < p(zz) = |2 - p(z) = p(2). =
Corollario 6.8. X spazio vettoriale localmente convesso. p: X — R seminorma.

z. € X. Allora, esiste un 2!, € X’ tale che 2 (x,) = p(z.) e, per ogni x € X,
o (z)| < p(x).

Dimostrazione. Se x, = 0, allora basta definire z/, = 0. Sia quindi z, # 0. Sia
V =Kz, e T:V — K definita da T'(Az.) = Ap(x.). 2! & un’estensione di T
a X ottenuta attraverso la Proposizione 6.3 nel caso K = R, ed attraverso il
Corollario 6.7 nel caso K = C. ]

Corollario 6.9. X spazio vettoriale localmente convesso non banale. Allora X’
€ non banale.

Dimostrazione. Immediata. O

Il risultato seguente viene a volte chiamato “Teorema del sufficiente numero
di funzionali”.

Corollario 6.10. X spazio vettoriale localmente convesso. Allora

1. X’ & non banale.
2. Vay,29 € X, 2’ € X' tale che z'(x1) # 2'(x2).
3. Lapplicazione ¢: X — P(K) definita da ¢(z) = {#/(z):2’ € X'} ¢ iniet-
tiva.
Dimostrazione. Immediata. O

Corollario 6.11. X spazio vettoriale localmente convesso. U intorno di 0
convesso e bilanciato.

z, € X\U = 32!, € X1/ (z,) > 1 > sup |z (z)].
zel

Se U & chiuso la prima disuguaglianza & stretta.

Dimostrazione. Applicare il Corollario 6.8 scegliendo come p il funzionale di
Minkowski di U. Si ottiene un 2!, € X’ tale che 2/ (x.) = p(zs) > 1 >
sup, <y P(x) > sup, ey |2.(x)|. Se U & chiuso, p(z,) > 1. a
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Corollario 6.12. X spazio vettoriale localmente convesso. C' C X convesso
chiuso. Allora

r€C<«=Va' € X' 3ce C: Rex'(c) > Red/(z).

Dimostrazione. L’'implicazione = e immediata. L’implicazione < equivale a:

reX\C =32’ € X":"Rea'(z) >supRez’.
c

Caso K =R: sianoc, € C e C, = —c, +C. C, & un convesso chiuso contenente
Porigine. Per ogni r > 0, U'insieme C, = B(C,,r) & un convesso, chiuso, assor-
bente e bilanciato. Se x € X \ C, allora z — ¢, € X \ C, ed esiste un r, > 0
tale che © — ¢, € X \ C,.,. Per il Corollario 6.12, esiste un ' € X’ tale che
2'(x — i) > supg, ' > supg, o', da cui la tesi.

Caso K = C: X ¢ anche uno spazio vettoriale su R. Per quanto su dimo-
strato, esiste un x} tale che xf(z) > supp . Sia 2’ € X’ il funzionale lineare
su C di cui zf & la parte reale. m]

Corollario 6.13. X spazio vettoriale localmente convesso. V' C X sottospazio
vettoriale chiuso.

xeX\V@Hm’eX':x’(x)zlex’V:O.

Dimostrazione. Sia p:V @ Kz — K data da ¢(v + Ax) = A. 2’ & un’estensione
di ¢ a X, cfr. Esercizio 5.13. O

Corollario 6.14. X spazio vettoriale normato su K. V sottospazio di X.
T: X — R lineare continua. Allora esiste un’estensione 7: X +— R di T lineare
e continua e tale che HTH = |||

Dimostrazione. Applicare la Proposizione 6.3 con p(x) = ||T|| - ||z||. mi
Corollario 6.15. X spazio vettoriale normato. z, € X. Allora, esiste un
2/, € X' tale che |2, || =1 e 2 (z.) = [|=.]].

Dimostrazione. Applicare il Corollario 6.8 con p(x) = ||z||. o

Corollario 6.16. (12,8, 1) spazio di misura o—finito.

p€10,1[ = LF(Q,S, 1) non & localmente convesso.

Dimostrazione. Applicare la Proposizione 5.23 ed il Corollario 6.10. |

7 Topologia Debole
Proposizione 7.1. X spazio vettoriale normato. X’ duale di X. Allora
I'insieme {p,: 2’ € X'} dove

par () = |2’ (2)]
¢ una famiglia separante di seminorme su X.

Dimostrazione. Segue dal Corollario 6.10. O
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Definizione 7.2. LA TOPOLOGIA DI SPAZIO VETTORIALE SEMINORMATO
INDOTTA DA X’ SU X E LA TOPOLOGIA DEBOLE SU X.

Nel seguito, questa topologia sara indicata con 7, (w per weak) mentre quella
indotta dalla norma con 7, (s per strong).

Proposizione 7.3. X spazio vettoriale normato. Allora 7, C 7.
Dimostrazione. Basta dimostrare che ogni intorno fondamentale dell’origine in

Tw contiene un aperto forte in 7, contenente l'origine. Infatti, sia ¢/ un intorno
fondamentale di 0. Allora

u = {x€X|x;(x)‘ <1y, i:17...7n}
n , -1
= N (=) =o0m)
i=1
per opportuni x4, ...,z, € X' erq,...,r, strettamente positivi. U & intersezio-
ne di n aperti in 7,. quindi ¢ fortemente aperto. O

Proposizione 7.4. X spazio vettoriale normato.

dmX <oco= 71, =7s.

Dimostrazione. Immediata. O
Le due proposizioni precedenti saranno completate dal Corollario 7.10.

Corollario 7.5. X spazio vettoriale normato. K C X.

K fortemente compatto = K debolmente compatto.

Dimostrazione. Conseguenza immediata della Proposizione 7.3. O

Quindi, in dimensione infinita, la topologia debole possiede piu compatti della
topologia forte.

Proposizione 7.6. X spazio vettoriale normato, dim X = co. A C X.

A debolmente aperto, 0 € A = A contiene un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione. Sia A un insieme debolmente aperto contenente ’origine. Allora
esiste un intorno fondamentale U(x}, ...,z ;r1,...,7,) contenuto in A. Sia N;
il nucleo di x}. Poiché

n n
codim ﬂ N; | < Z codimN; =n,
i=1 i=1

si ha che il sottospazio (;_; N; & non banale. Siaz € [);_; N; con z # 0. Allora
Kx CU C A. O

Nella Proposizione 7.6 I'ipotesi dim X = oo € essenziale, altrimenti ci sarebbe
contraddizione con la Proposizione 7.3.
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Esercizio 7.7. Dove ¢ stata usata l'ipotesi “dim X = oo” nella Proposizio-
ne 7.67

Corollario 7.8. X spazio vettoriale normato, dim X = oco. A C X.

A debolmente aperto = A fortemente illimitato.

Dimostrazione. Applicare le proposizioni 7.6 e 1.21. O

Corollario 7.9. X spazio vettoriale normato.

dim X = 0o = 7, non ¢ normabile.

Dimostrazione. Applicare le proposizioni 3.11 e 7.6. O

Corollario 7.10. X spazio vettoriale normato.

dmX =00 = 7, C Ts.

(’inclusione ¢ stretta).

Dimostrazione. Immediata. O

Esercizio 7.11. Mostrare che nel Corollario 7.10 l'ipotesi “X mnormato” &
essenziale.

Corollario 7.12. X spazio vettoriale normato, dim X = oco. Una sfera forte-
mente aperta non & debolmente aperta.

Dimostrazione. Immediata. O

Corollario 7.13. X spazio vettoriale normato, dim X = oco. Una sfera forte-
mente aperta ha parte interna vuota rispetto alla topologia debole.

Dimostrazione. Immediata. O

Proposizione 7.14. X spazio vettoriale normato. Allora ogni elemento di X’
¢ continuo rispetto a T,.

Dimostrazione. Immediata. O

Corollario 7.15. X spazio vettoriale normato. Sia X l'insieme dei funzionali
lineari X +— K continui rispetto a 7. Allora X' = X .

Dimostrazione. L’inclusione X’ C X/ segue dalla Proposizione 7.14. L’altra
inclusione dalla Proposizione 7.3. O

Proposizione 7.16. X spazio vettoriale normato. C' C X convesso. Allora

C fortemente chiuso <= C debolmente chiuso.

Dimostrazione. L’implicazione < segue dalla Proposizione 7.3. Viceversa, sia
C (convesso e) fortemente chiuso. Se C' = X, la tesi ¢ ovvia. Sia quindi
Zo € (X' \ C). Allora, per il Teorema di Hahn — Banach (Corollario 6.12), esiste
un z!, € X’ che separa z, da C, vale a dire supp Rex! < Real(x). Siald =
{z € X:Rex/(x) > supc Rex),}. U & debolmente aperto (Proposizione 7.14),
o €U elU C(X\C). Quindi X \ C & debolmente aperto, da cui la tesi. mi
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Nella Proposizione 7.16 la convessita ¢ essenziale (esclusivamente nel caso
dim X = 00), come mostra la Prosizione 7.17.

Proposizione 7.17. X spazio vettoriale normato con dim X = oo. Allora
la chiusura debole della superficie della sfera unitaria e l'intera sfera unitaria
chiusa.

Dimostrazione. Sia S = {x € X:||z|| = 1} la superficie della sfera unitaria. Sia
Z € X con ||Z|| < 1. Sialf un intorno debole di Z. Allora, per la Proposizione 7.6,
esiste un v € X tale che (T 4+ Kv) CU. Sia ¢: R — R data da o(A) = ||T + M|
® ¢ continua, p(0) < 1 e limy_ 1o ¢@(N) = +00. Sia A, € R tale che p(\,) = 1.
Sia z, = T + A\ v. x, appartiene alla superficie della sfera unitaria.

Quindi, qualunque sia & € B(0,1), ogni intorno debole di Z interseca S. Ne
segue che

B(0,1) C (chiusura debole di S) .

Quindi

S C B(0,1) C (chiusura debole di S) .
Per la Proposizione 7.16 segue la tesi. O

Proposizione 7.18. X spazio vettoriale normato. Sia f: X +— R una funzione
convessa e semicontinua inferiormente rispetto a 7,. Allora f ¢ semicontinua
inferiormente anche rispetto a 7.

Dimostrazione. Basta dimostrare che per ogni A € R l'insieme A) = {ac €

X: f(x) < )\} & debolmente chiuso. Ay e convesso per la convessita di f. Ay e
chiuso perché f ¢ semicontinua inferiormente. Quindi, Ay ¢ anche debolmente
chiuso per la Proposizione 7.16. O

Corollario 7.19. X spazio vettoriale normato. Allora la norma ¢ semicontinua
inferiormente rispetto a 7.
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 7.18. O

Il seguente risultato viene spesso indicato come “Primo Principio di Limi-
tatezza Uniforme”.

Proposizione 7.20. X spazio vettoriale normato. £ C X.

F fortemente limitato <= E debolmente limitato.

Dimostrazione. Per la Definizione 1.7, si tratta di dimostrare che

sup ||z < 0o <= Va' € X' sup |2/(z)| < 0.
rel reE
L’implicazione = & ovvia.
Implicazione <. Sia

El = {x' € X':sup |2/ (z)] < n} .

zER

Per ipotesi, J,,cy £y, = X'. Per il Corollario 10.8 al Teorema di Baire, applica-
bile grazie alla Proposizione 5.18, esiste un n € N ed esiste un ' € X' tali che
Z' appartiene alla parte interna di Ej. Sia r > 0 tale che B(f’, r) C EL.
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Preso un z € E, sia 2’ € X' tale che 2/(z) = |lzf| e ||«/|| = 1, cfr. il
Corollario 6.15. Allora, detto 2’ = £’ + Z’, si ha 2’ € B(f’, r) e

el = 2'(z)
2 ’ _/

(e -o) @
2

= = (¢(x) -7 (2))
r
2

< —--2n
r

p— 47

o

e per Parbitrarieta di z segue la tesi. O

Quando un insieme ¢ limitato non ¢ quindi necessario specificare se forte-
mente o debolmente limitato.
Proposizione 7.21. (9, S, 1) spazio di misura o—finito, sia £ C LP(Q,S, u)
con p € |1, +oo[. Allora

FE relativamente debolmente compatto <= FE limitato.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 5.23, dal Corollario 9.13 e dalla Pro-
posizione 9.4 . O

Il seguente risultato viene spesso indicato come “Teorema di Dunford —
Pettis”.
Proposizione 7.22. (Q,S,u) spazio di misura o—finito, E C LY(Q,S,u).
Allora

FE relativamente debolmente compatto
<~

1. F limitato,

2. Ve>036>0:YAeSconpu(A)<deVfeFEvale [,|fldu<e,

3. Ve>03A€eS con u(A) <+oo:Vf€EfQ\A|f|du<6.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [1, 5]. m]

Nella Proposizione 7.22, se u(Q2) < +oo, il punto 3. & conseguenza del
precedente.

7.1 Successioni e Topologia Debole

Nel seguito, la convergenza di una successione z: N +— X ad un z, € X rispetto
alla topologia debole verra indicata con “z,, — x~ per n — +o00” oppure con
“w— 1My oo Tn = Too” -

Proposizione 7.23. X spazio vettoriale normato. x: N +— X successione in X
e Too € X. Allora

Ty = Too <= Va2’ € X' vale lim 2'(z,) =2 (7).
n—-+4oo

Dimostrazione. Immediata. O
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Proposizione 7.24. X spazio vettoriale normato. z: N +— X successione in X
€ Too € X. Allora
Ty — Too = Ty — Too -

Dimostrazione. Se z' € X', allora ’a:’(xn —xoo)‘ < HJ;’HX, Nrn — Tl x» da
cui la tesi. O
La Proposizione 7.24 & anche conseguenza diretta della Proposizione 7.3.

Nonostante la topologia debole sia diversa dalla topologia forte in ogni spazio
di dimensione infinita, le nozioni di convergenza di successioni nelle due topologie
possono coincidere.

Proposizione 7.25. In ¢! con ||-||,1, data 2:N — ¢! e o € ¢!, si ha

Ty — Too < Ty — Too -

Dimostrazione. Omessa. ]

Proposizione 7.26. X spazio vettoriale normato. z: N +— X successione in X,
2':N+— X' successione in X', o, € X e 2., € X'. Allora

Ty — Too In X

o —al in X' } = 2, (zn) — 7. (To) in K.

Dimostrazione.
< ot = 2l |l -zl + |2ho (0 — 2oo)]
— 0
dove & stata usata anche la Proposizione 7.20. O

Proposizione 7.27. X spazio vettoriale normato. z: N +— X successione in X.

2:N— X di Cauchy in 7, <= V'€ X’ 3 lim 2'(x,).

n—-+oo

Dimostrazione. Immediata. O

In alcuni testi, la condizione sopra descritta viene riassunta in “la successione
2:N+— X ¢ debolmente convergente”, senza spcificare a quale (eventuale) limite.

Proposizione 7.28. X spazio vettoriale normato. x:N — X successione in X.

dxs € X tale che x,, —» oo = dxs € X tale che x,, — v

= 2:N+ X debolmente di Cauchy.

Dimostrazione. Immediata. O

Nessuna delle due implicazioni precedenti puo essere invertita.
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Esempio 7.29. L’esistenza del limite debole non implica la convergenza forte.

Dimostrazione. Sia X = (> e per ogni n sia z, la successione con I'n—esimo
elemento uguale a 1 e tutti gli altri elementi nulli. Allora x,, — 0 ma la x,, non
ammette limite forte, poiché ||z, | =1 Vn. mi

Esercizio 7.30. C’¢ relazione tra I’'Esempio 7.29 e la Proposizione 7.177

Esempio 7.31. La condizione di Cauchy in 7, non implica l'esistenza del limite
debole.

Dimostrazione. In c. con |[|-||,2, sia 2: N+ ¢, la successione definita da

(). = 1/m perm<n
m Y () per m > n.

Allora, x,, & debolmente di Cauchy ma non & debolmente convergente. Infatti,
x, — x debolmente in £2, dove x,, = 1/m & un elemento di £ ma non di ¢,. O

Proposizione 7.32. X spazio vettoriale normato. x: N — X successione in X.

z:N — X debolmente di Cauchy = z: N — X fortemente limitata.

Dimostrazione. Basta utilizzare alcuni precedenti risultati:

z:N+— X di Cauchy in 7, (Esercizio 1.38)
= 2:N +— X debolmente limitata (Proposizione 7.20)
= 2:N+— X fortemente limitata

m}

Corollario 7.33. X spazio vettoriale normato. f: X +— R funzione convessa
e fortemente semicontinua inferiormente rispetto a 75. z,: N +— X successione
tale che x,, — x4, con T, € X. Allora

f(2o0) < liminf f(z,).

n—-+oo

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 7.18. O

Corollario 7.34. X spazio vettoriale normato. x:N — X successione in X e
Too € X.
Ty = Too = ||Too|| < liminf ||z, ]| .
n—-+oo

Dimostrazione. Segue dal Corollario 7.33 (oppure dal Corollario 7.19). O

Proposizione 7.35. X spazio vettoriale normato. x: N +— X successione, , €
X.
Ty = Too = Too € cO{xy:n € N}

(la chiusura & relativa alla topologia forte).

Dimostrazione. Conseguenza della Proposizione 7.16. O
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Proposizione 7.36. X spazio vettoriale normato. Siano inoltre z: N — X una
successione in X, o, € X e B’ C X’ tale che span B’ ¢ (fortemente) denso in
X',

v z:N +— X fortemente limitata,
" o Vo' € B' limp o0 ' (2n) = 2/ (200) -

Dimostrazione. L’implicazione = ¢ immediata.

Implicazione <. Sia L = sup,, ||z,||, quindi ||z| < L. Sia 2’ € span B’.
Allora certamente lim,,— . 2'(2,) = 2'(Zo) per noti teoremi sui limiti. Sia
ora 2’ € X' arbitrario. Allora, per ogni £ > 0 esiste un z. € span B’ tale che
|2" — 2. <e. Quindi

|2/ () — 3 (200)| < |2/ (20) — 2L(@0)| + |2 (20) — 2L (7o)
Hal(Too) — @' (200) |
< Hxl - mé” : Han + ‘xle(xn> - xle(xm)|
+H|z" =2 ool
< 2L+ |2l(wn) — 2l (o)
da cui la tesi. O

Corollario 7.37. In ¢? una successione x: N + ¢2 & debolmente convergente a
Too S€ e solo se e limitata e converge componente per componente.

Dimostrazione. Applicare la Proposizione 7.36 con B’ base di ¢2. O

Corollario 7.38. In C° ([07 1}) con la norma del sup, una successione & debol-
mente convergente ad una funzione continua se e solo se e limitata e converge
puntualmente.

Dimostrazione. Omessa. m|

Corollario 7.39. Sia p € [1,+oo[. In LP(R), una successione z:N — X &
debolmente convergente a x,, se e solo se ¢ fortemente limitata e per ogni
intervallo limitato I vale

Dimostrazione. Immediata. O

8 Spazi Riflessivi

Proposizione 8.1. X spazio vettoriale normato. Allora esiste un’immersione
canonica, lineare, isometrica e iniettiva J: X — X",
Dimostrazione. Sia

. 1
S Xom X dove Jr : X' — K
z — Jx ,
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La linearita di J ¢ immediata. Inoltre

|(J2) ()| = |2/ (z)| < []']] . - llllx

quindi
1Tl o < llllx s (8.5)

il che mostra la limitatezza e, quindi, la continuita di Jzx.
Inoltre, sia € X con ||z||y = 1. Per il Corollario 6.15 al Teorema di Hahn

— Banach, esiste un 2’ € X’ tale che Hx'HX, =1lea'(z) = ||z[|x = 1. Per questi
x e a2’ vale che (Jx)(z') = HJ;’HX, -[Jz]| x = 1. Assieme alla (8.5), cio mostra che
J & un’isometria (di conseguenza, J & anche iniettiva). ]

L’applicazione .J sopra definita viene spesso chiamata “mappa di James”.
Naturalmente, ||J|| = 1.

Definizione 8.2. X SPAZIO VETTORIALE NORMATO.

X E RIFLESSIVO = J E SURIETTIVA.

Corollario 8.3. X spazio vettoriale normato.

X riflessivo <= J ¢ un isomorfismo.

Dimostrazione. Conseguenza della Proposizione 8.1. O

Esistono spazi normati (detti “spazi di James”) in cui X e X" sono isomorfi,
ma X non é riflessivo poiché I'isomorfismo non & realizzato dalla J, cfr. [8].

Proposizione 8.4. X spazio vettoriale normato.

X riflessivo = X di Banach.

Dimostrazione. Applicare la Proposizione 5.18 ed il Corollario 8.3. O
Esempio 8.5. ¢! con la ||-||,1 & uno spazio di Banach non riflessivo.
Proposizione 8.6. X spazio di Hilbert. Allora X & riflessivo.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 5.22. Oppure dalle proposizioni 4.11
e 8.13. O

Proposizione 8.7. X spazio vettoriale normato.

X riflessivo = X' riflessivo.

Dimostrazione. Sia J': X’ — X"’ la mappa di James. Bisogna mostrare che &
suriettiva. Sia z € X', allora per ogni " € X" vale 2!/ (z") = z!/'(Jx) per
un opportuno x € X. Sia ¢: X — K data da ¢(z) = 22/ (Jx). ¢ & lineare ed ¢
continua poiché |p(z)| < ||x;”||X,,, x|l . Quindi ¢ € X'. Inoltre, J(p) =z,
da cui la tesi. ]
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In generale, il viceversa della Proposizione 8.7 ¢ falso.
Proposizione 8.8. Sia X = C° ([0, 1]) con la norma |||y, p € ]1, +00[. Allora

(1) X’=L% con l/p+1/g=1,

(2) X’ ¢ riflessivo ma X non lo &.

Dimostrazione. X & denso in LP ([0,1]) rispetto alla || |[|;,. Quindi X' =
(LP)" = LA, cfr. proposizioni 5.19 e 5.23. Cid dimostra (i). Passando a (ii), &
noto che (L9) = LP, quindi X" # X. m]

Proposizione 8.9. X spazio vettoriale normato.

X di Banach

X/ riflessivo } = X riflessivo.

Dimostrazione. Sia X! = JX. J & lineare, quindi X/ & un sottospazio di X".
J & un’isometria, quindi X/ & completo. Ne segue che X/ & un convesso chiuso
in X”. Se esiste un z?/ € X"\ X/, allora per il Corollario 6.13 al Teorema di
Hahn — Banach, esiste un z” € X" tale che z)'(z})) =1 e 2/ (X)) = {0}. Sia
xl, = J71(2"). Allora, per ogni z € X

v () = (Ja)(z}) = 2 (Jx) = 0

n

in contraddizione con la scelta di z%’. O
Corollario 8.10. X spazio di Banach.
X riflessivo <= X' riflessivo.
Dimostrazione. Applicare le proposizioni 8.7 e 8.9. O
Corollario 8.11. X spazio vettoriale normato.
X' riflessivo <= il completamento di X @& riflessivo.
Dimostrazione. Immediata. O
Il risultato seguente e spesso indicato come “Teorema di Kakutani”.
Proposizione 8.12. X spazio di Banach.
X riflessivo <= {z € X:|z|| <1} debolmente compatto.
Dimostrazione. Omessa, cfr. [1]. |

Il seguente risultato viene spesso indicato come “Teorema di Milman”.

Proposizione 8.13. X spazio di Banach uniformemente convesso = X rifles-
sivo.

Dimostrazione. Omessa, cfr. [1]. m]
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Proposizione 8.14. X spazio di Banach.

X' separabile = X separabile.

Dimostrazione. Sia {z],z},...} un insieme numerabile e denso in X’. Per la
Definizione 5.7, per ogni n esiste un =, € X tale che ||z|y = 1 e z],(z,) >
(1/2) || || - Sia S l'insieme delle combinazioni lineari finite degli z,, con coef-

ficienti in Q (se K =R) oin Q +iQ (se K= C). Sia V = S. Sia 2’/ € X’ tale

che 2/(V) = {0}. Per ogni € > 0 esiste un n. € N tale che ‘x’ -zl ‘ < e.
€ X’
Allora
[ O A e A

< e+ 2:5;5 (@n,)

< e+ 2, —2)(zn,)

< €+2’:c/n5 —a o

< 3e.
Da cui 2’ = 0 e la tesi per il Corollario 6.13. O

Esercizio 8.15. Il viceversa della Proposizione 8.14 & falso. (Cfr. L1).

Corollario 8.16. X spazio di Banach.

X riflessivo e separabile <= X' riflessivo e separabile.

Dimostrazione. L’implicazione < ¢ la Proposizione 8.14.
Implicazione =: J(X) & riflessivo e separabile per la Proposizione 8.1, quindi
lo ¢ anche X’ per la Proposizione 8.14. m]

9 Topologia Debolex

Proposizione 9.1. X uno spazio vettoriale normato. X’ duale di X. Allora
I'insieme {p,:z € X} dove
/ !/
pa(') = |2'(2)]
¢ una famiglia separante di seminorme su X'.
Dimostrazione. Immediata. O
Definizione 9.2. LA TOPOLOGIA DI SPAZIO VETTORIALE SEMINORMATO
INDOTTA DA X SU X’ SI CHIAMA TOPOLOGIA DEBOLE:*.
Nel seguito, questa topologia sara indicata con 7/,
Proposizione 9.3. X spazio vettoriale normato. Allora, in X’

/ ! !
Twsx © Ty © Ty

& piu
w*
piccola della famiglia di seminorme che definisce 7,,, da cui la prima inclusione.
La seconda inclusione segue dalla Proposizione 7.3. O

Dimostrazione. In generale, la famiglia di seminorme che definisce 7/
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Proposizione 9.4. X spazio vettoriale normato riflessivo. Allora 7/, = 7/,.

Dimostrazione. Immediata. O

Esercizio 9.5. Gli enunciati relativi alla topologia debole possono essere rifor-
mulati relativamente alla topologia debolex. Determinarli, enunciarli e dimo-
strarli.

Il seguente risultato e spesso indicato come “Secondo Principio di Limita-
tezza Uniforme”.

Proposizione 9.6. X spazio di Banach. E/ C X'.

E’ fortemente limitato <= E’ debolmentex limitato.

Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione della Proposizione 7.20. O
Esercizio 9.7. Perché ¢ necessario chiedere X di Banach?
Esempio 9.8. L’ipotesi “X completo” nella Proposizione 9.6 € necessaria.

Dimostrazione. X = ¢, con la norma ||| . Allora (c.)’ = £>. Sia z],: X — R
il funzionale che ad ogni z € X, x = {£1,&,, ...}, associa la somma dei primi n
elementi: 2/,(z) = Y. | &. Sia E/, = {z/,:n € N}. E/, & debolmentex limitato
poiche ’x%(m)‘ é controllato dalla somma dei moduli dei coefficienti di z. E’

non ¢ fortemente limitato poiché Hx =n. O

nllx
Naturalmente, la completezza di X & necessaria solo in una delle due impli-
cazioni che costituiscono la Proposizione 9.6.
Il risultato seguente & spesso chiamato “Teorema di Banach — Alaoglu”.

Proposizione 9.9. X spazio vettoriale normato. E' C X'.

E' fortemente limitato

' debolmentes chiuso } —> F’ debolmentex compatto.

Dimostrazione. Basta dimostrare che la sfera unitaria fortemente chiusa B’ =
B(0,1) di X’ & debolmentex compatta.

Sia Y = KX = [1.cx K munito della topologia prodotto. X' si immerge in
modo naturale in Y attraverso j: X’ +— Y data da j(z') = (x’(x))mex.

Gli intorni fondamentali in Y sono prodotti cartesiani finiti di intorni fon-
damentali in K:

n

Uy, = [ {veY:ly) - vl <=} .

i=1

Questa topologia, ristretta ad X', coincide con la topologia debolesx.
B’ ¢ chiusa in Y. Infatti B’ ¢ I'insieme delle funzioni X — K lineari e con
norma limitata da 1, il che equivale a dire che (a meno dell’inclusione j)

B=| () Auw|n| () Bwa|NnC

x1,L2€X zeX, €K
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dove
Avws = {yeYiylm+a2) =y(z1) +y(z2)} (9.6)
B, {yeY:yOz)=X-y(x)}
{vev:ly@)| < Jall}
IT [lel gl 5] -

reX

Q
(I

Fissati 1 e z2, Az, », € chiuso in Y, cfr. Esercizio 9.10. Analogamente,
fissati x € X e A € K, B, ¢ chiuso in Y, cfr. Esercizio 9.10. Infine, ogni
C, & compatto perché prodotto cartesiano di compatti (Teorema di Tychonov,
cfr. Proposizione 10.4).

Quindi, B’ & un’intersezione di chiusi e di compatti. Da cui la tesi. O

Esercizio 9.10. Dimostrare che gli insiemi definiti in (9.6) ed in (9.7) sono
chiusi.

Suggerimento: fissato © € X la proiezione ¢,:Y — K data da ¢, (y) = y(x) ¢
continua. Quindi A4,, 4, ¢ la controimmagine di {0} tramite ©u, 42, — Py — Pus

Esempio 9.11. In generale, la Proposizione 9.9 non puo essere invertita.

Dimostrazione. Sia X = c¢.. Sia E’ costituito da 0 e dalla successione degli 7,
definiti da !, (x) = 2"&,, se © = {£o,&1,&2, - . .}. Dato che HxQLHX, = 2", E’ non
¢ fortemente limitato.

E'’ & debolmentex compatto. Infatti, sia {A}:¢ € I'} un ricoprimento aperto
di E'. Esiste allora un i, tale che 0 € A] . A} ¢ un aperto contenente 0, quindi
contiene un intorno fondamentale U’ dello 0. Sia U’ = ﬂ;"‘zl{a:' € X':|o'(z))| <
rj}. U’ contiene definitivamente la successione z/, (dall’ N-esimo in poi, se tutti
gli Z; hanno tutte le componenti oltre la N-esima nulle). Ne segue che da
{AL:i € I} si pud estrarre un sottoricoprimento finito. i

Proposizione 9.12. X spazio di Banach. £/ C X',

E'’ fortemente limitato

' debolmentes chitso } <= FE’ debolmente* compatto.

Dimostrazione. L’implicazione = & la Proposizione 9.9. L’altra implicazione
segue dalla Proposizione 9.6. O

Il risultato seguente mostra che la proprieta di Heine—Borel vale nel duale di
ogni spazio di Banach, relativamente alla topologia debolex.

Corollario 9.13. X spazio di Banach. ' C X'.

E’ debolmentex limitato

' debolmentes chitso } <= FE’ debolmentex compatto.

Dimostrazione. Segue dalle proposizioni 9.6, 9.9 e 9.12. O
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10 Appendice

10.1 Sistemi Fondamentali di Intorni

Definizione 10.1. X INSIEME E 2 € X. SISTEMA FONDAMENTALE DI INTOR-
NI DI £ E UNA COLLEZIONE S, DI SOTTOINSIEMI DI X CON LE PROPRIETA:

(1) YU € S,, z € U;
() VU € S,, VE €U, IV € S¢ TALE CHE V C U;
() YU',U" € S,, U €S, TALE CHEU CU' NU".

Proposizione 10.2. X insieme tale che per ogni x € X, esista un sistema
fondamentale di intorni di x. Allora X & uno spazio topologico in cui gli aperti
sono cosi definiti:

Aeéaperto =V e A U< S, talecheld C A.

Proposizione 10.3. (X, 7) spazio topologico. Fissato z € X, sia S, una
famiglia di insiemi tale che

1. perogniz € X eperognild € S, r € U;

2. per ogni intorno V di x esiste un elemento U € S, tale che Y C V.
Allora S, ¢ un sistema fondamentale di intorni di x che induce su X la stessa
topologia 7.
10.2 Teorema di Tychonov

Teorema 10.4. Sia I un insieme di indici. Per ogni ¢ € I, X; € uno spazio
topologico compatto. Allora lo spazio topologico prodotto [],.; X; € uno spazio
topologico compatto relativamente alla topologia prodotto.

10.3 Spazi Metrici

Definizione 10.5. SI DICE SPAZIO METRICO UN INSIEME X IN CUI SIA
DEFINITA UNA DISTANZA, VALE A DIRE UNA FUNZIONE d: X X X +— R CON LE
PROPRIETA:

1. Vz,y € X d(z,y) > 0.
2. Ve,y e X d(z,y) =0 <= z=y.
3. Vaz,y € X d(z,y) = d(y, x).

4. Vx,y,z € X d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

La proprieta 3. viene spesso chiamata “simmetria”. La 4. e la “disuguaglianza
triangolare”. Alcuni testi usano la parola “metrica” al posto di “distanza”.
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Definizione 10.6. X SPAZIO VETTORIALE E SPAZIO METRICO CON LA
DISTANZA d.

d INVARIANTE
PER TRASLAZIONI

d OMOGENEA = Vai,20 € X VA €K d(Azy, Aze) = [N\ d(x1,22) .

= Va,z0,v€X d(z1+v,20 +v) =d(x1,22)

10.4 Teorema di Baire

Teorema 10.7. X spazio metrico completo. {Cy,:n € N} famiglia numerabile
di chiusi in X.

VneN C, =0+ U C, | ha parte interna vuota.
neN

Corollario 10.8. X spazio metrico completo. {C),:n € N} famiglia numerabile
di chiusi in X.

JCn=X=3n€eN tale che C; #0.
neN

10.5 Il Lemma di Zorn

Definizione 10.9. UN INSIEME E PARZIALMENTE ORDINATO SE VI E DEFINITA
UNA RELAZIONE RIFLESSIVA, ANTISIMMETRICA E TRANSITIVA.

UN INSIEME PARZIALMENTE ORDINATO E INDUTTIVO SE OGNI SUO SOT-
TOINSIEME TOTALMENTE ORDINATO AMMETTE MAGGIORANTE.

S INSIEME TOTALMENTE ORDINATO. MAGGIORANTE DI UN SOTTOINSIEME
A, AC S, E UN ELEMENTO m € S TALE CHE Vs € A VALE m > s.

S INSIEME TOTALMENTE ORDINATO. ELEMENTO MASSIMALE DI UN SOT-
TOINSIEME A, A C S, E UN ELEMENTO m € S TALE CHE SE 2 € A E = > m,
ALLORA & = m.

Proposizione 10.10. Un insieme non vuoto parzialmente ordinato induttivo
ammette elemento massimale.

11 Simboli

= Per definizione.

< Se e solo se, € equivalente a.

= Implica.

D, C Inclusione stretta, analogamente a >, <.

D, C Inclusione debole, analogamente a >, <.
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AP (con A e B insiemi). Insieme delle funzioni f: B — A.
[a,b] ={x € R:x >aex < b}

la,b] ={z €R:z >aex<b}.

[a,b] ={x € Riz > a e x < b}.

la,b] ={x € Riz > a e x < b}.

(a,b) punto del piano R? di coordinate a e b.

¢ Insieme delle successioni convergenti con valori, se non altrimenti specificato,
in R.

c. Insieme delle successioni definitivamente nulle con valori, se non altrimenti
specificato, in R.

co Insieme delle successioni convergenti a 0 con valori, se non altrimenti speci-
ficato, in R

C insieme dei numeri complessi. Pud essere definito come R? con 1'usuale
somma e con il prodotto (a’,V') - (a”,0") = (a’a” — V'V, a't" + a"'V').

C9%(Q) Insieme delle funzioni continue definite su (2 € R™) con valori, se non
altrimenti specificato, in R.

Ck(Q) Insieme delle funzioni con derivata k-esima continua su (2 C R™) con
valori, se non altrimenti specificato, in R.

C>(£2) Insieme delle funzioni con derivata di qualunque ordine su 2 con valori,

—+00
se non altrimenti specificato, in R. Formalmente, C*° = ﬂ Cck.
k=0

X 4 funzione caratteristica dell’insieme A. Vale 1 se z € Ae 0se x &€ A.

K campo di scalari, o R o C.

LP(Q, u) Insieme delle funzioni f misurabili con valori, se non altrimenti speci-
ficato, in R tali che [, |f|”du < 400, per p € [1,+00[, @ C R™.

¢ Insieme delle successioni tali che Y 7™ |,,|” < 400 con valori, se non altri-
menti specificato, in R, per p € [1, +o0|.

L>°(Q, 1) Insieme delle funzioni f misurabili con valori, se non altrimenti spe-
cificato, in R tali che inf{c eR:ip (f_l (e, +oo[)) = 0} < +oo, (2 C
R™).

£°° Insieme delle successioni limitate con valori, se non altrimenti specificato,
in R.

L(X,Y) insieme delle applicazioni lineari continue definite su X con valori in
Y.

N ={0,1,2,3,4,...}.
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Q insieme dei numeri razionali. Puo essere definito come 'insieme delle classi
di equivalenza di coppie (n,d) € Z x N con d # 0 rispetto alla relazione di
equivalenza (n’,d') ~ (n”,d") = n'd" =n"d".

R insieme dei numeri reali. Puo essere definito come l'insieme delle classi di
equivalenza di successioni di elementi di Q che soddisfano alla condizione
di Cauchy, dove la relazione di equivalenza ¢ definita da {qﬁl} ~ {q;{} =
4., — q — 0 per n — +o0.

Z ={0,-1,41,—-2,42,-3,4+3, -4, +4,...}.
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